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Bodo Reimann
Numerische Untersuchung der Stoßrohrstro¨mung im Hochenthalpiekanal Go¨ttingen
Bei sehr hohen Fluggeschwindigkeiten spielen neben sto¨mungsmechanischen auch thermodyna-
mische Aspekte eine entscheidende Rolle. Charakteristisch fu¨r diese hochenthalpen Stro¨mun-
gen ist das Auftreten chemischer Reaktionen des Gases. Eine Anlage zur Untersuchung solcher
Stro¨mungen, wie sie beispielsweise beim Eintritt von Raumfahrzeugen in Planetenatmospha¨ren
auftreten, ist der Hochenthalpiekanal Go¨ttingen (HEG). Bei dem flugkolbengetriebenen Stoßwel-
lenrohr handelt es sich um eine Anlage mit einer Meßzeit von nur wenigen Millisekunden pro
Versuch. Ein Mechanismus, der diese Testzeit dramatisch verku¨rzt, ist die vorzeitige Treibgas-
ankunft in der Meßstrecke aufgrund einer Stoß-Grenzschicht Wechselwirkung im Stoßrohr. Die
vorliegende Arbeit untersucht numerisch die Wirkungsweise einer Vorrichtung, des sogenannten
Treibgasabscheiders, zur Verzo¨gerung der Treibgaskontamination. Das verwendete numerische
Verfahren ist der DLR TAU-Code. Zuna¨chst wird eine Erweiterung des Verfahrens zur Simu-
lation von Gasen im thermochemischen Gleichgewicht diskutiert und validiert. Es wird gezeigt,
daß die lokale Netzadaption in der Lage ist die auftretenden instationa¨ren sto¨mungsphysikali-
schen Pha¨nomene wie Stoßwellen und Kontaktunstetigkeiten mit hoher ra¨umlicher Genauigkeit
aufzulo¨sen. Die Anwendung des Verfahrens auf die HEG Stoßrohrstro¨mung zeigt eine Wirkungs-
weise des Teibgasabscheiders, die auf einem Zuru¨ckdra¨ngen des Treibgases beruht.
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Numerical Simulation of the Shock Tube Flow in the High Enthalpy Shock Tunnel
Go¨ttingen
At very high flight velocities both aerodynamic and thermodynamic aspects play an important
role. Characteristic of these high enthalpy flows is the occurrence of chemical reactions within
the gas. The High Enthalpy Shock Tunnel Go¨ttingen (HEG) is a facility to investigate such
flows, that occur for example, during the entry of space vehicles into planetary atmospheres. The
free piston-driven shock tunnel is a short-term facility with a measurement time of only a few
milliseconds per run. A mechanism which can decrease the test time dramatically is premature
driver gas arrival in the test section due to shock-boundary layer interactions in the shock tube.
The present work numerically investigates the operation of a device, so-called driver gas seperator
or sleeve, to delay such contamination of the test gas. The numerical tool employed is the DLR
TAU-code. First, an extension of the code to simulate gases in thermochemical equilibrium is
discussed and validated. It is shown that the local grid refinement is capable to capture the
unsteady flow phenomena that occur, such as shock waves and contact discontinuities, with high
spatial accuracy. The application of the code to the HEG shock tunnel flow shows the effect of
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Verfahren zur Stro¨mungssimulation auf strukturierten Netzen
DLR Deutsches Zentrum fu¨r Luft- und Raumfahrt e. V.
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Notation
Variablen werden mit kursiven Buchstaben bezeichnet (u, ρ,H), Vektoren werden in Fett-
schrift (u, F ) und Tensoren zweiter Stufe und Matrizen in fetter serifenloser Schrift (F,
Z) gesetzt. Konstanten und Operatoren (h,NA, sin()) werden in aufrechter Schrift gesetzt.
Fu¨r Vektorprodukte gilt die folgende Notation in Vektor- bzw. Komponentenschreibweise:
c = a · b c =∑k akbk Skalarprodukt
M = ab Mij = aibj dyadisches Produkt
Es ist nicht ga¨nzlich gelungen Doppelbezeichnungen zu vermeiden. Die jeweilige Bedeutung
sollte sich dem Leser jedoch aus dem Kontext erschließen. Bezeichnungen von Hilfsvariable
bzw. -funktionen sind hier nicht aufgefu¨hrt, die Definition erfolgt an entsprechender Stelle
im Text.
1 Einleitung
Bei der Entwicklung schnell fliegender Ko¨rper sogenannter Hyperschallflugko¨rper wie Ra-
keten oder Raumfahrzeuge, die in die Atmospha¨re eines Planeten eintreten, spielen ne-
ben stro¨mungsmechanischen auch thermodynamische Aspekte eine entscheidende Rolle.
Gleiches gilt auch fu¨r Hyperschall-Triebwerke sogenannte Scramjet Triebwerke, an deren
Entwicklung in den letzten Jahren versta¨rkt gearbeitet wird. Charakteristisch fu¨r diese
hochenthalpen Sto¨mungen ist das Auftreten chemischer Reaktionen. In der Literatur wer-
den sie auch als reagierende Hyperschallstro¨mungen bezeichnet. Dabei ist nicht allein die
hohe Machzahl sondern vielmehr die hohe Relativgeschwindigkeit zwischen Flugko¨rper
und Gas von Bedeutung. Das Aufstauen des Fluides hoher kinetischer Energie vor einem
Ko¨rper fu¨hrt dabei zu einem Anstieg der inneren Energie. U¨berschreitet diese eine charak-
teristische Aktivierungsenergie, werden thermische und chemische Zustandsa¨nderungen in
Gang gesetzt. Zuna¨chst werden energetisch ho¨here Zusta¨nde der Moleku¨le wie Rotations-,
Vibrations- und elektronische Freiheitsgrade angeregt, bevor das Gas bei ho¨heren Tempe-
raturen dissoziiert und ionisiert. Neben Flugexperimenten und numerischen Simulationen
spielen Windkanalexperiment bei der Untersuchung von Hochenthalpiestro¨mungen eine
wichtige Rolle. Eine Anlage zur Erzeugung solcher Stro¨mungen ist der Hochenthalpieka-
nal Go¨ttingen.
1.1 Hochenthalpiekanal Go¨ttingen
Der Hochenthalpiekanal Go¨ttingen HEG [20] wird vom Institut fu¨r Aerodynamik und Stro¨-
mungstechnik des Deutschen Zentrums fu¨r Luft- und Raumfahrt e. V. in Go¨ttingen zur
Untersuchung von Hochenthalpiestro¨mungen betrieben. Bei der Anlage handelt es sich
















Abbildung 1.1: Prinzipskizze des Go¨ttinger Hochenthalpiekanals.
1
2 1 Einleitung
Tabelle 1.1: Reservoir- und Anstro¨mbedingung fu¨r HEG Versuchsbedingung I.
h0 [MJ/kg] T0 [K] p0 [MPa] u∞ T∞ [K] ρ∞ [kg/m3] p∞ [Pa] Ma∞
22 9100 35 5900 1140 0,0017 660 8,2
stro¨mungsmechanischer Vorga¨nge im Hyperschall vorgeschlagen wurde. Einen umfangrei-
chen U¨berblick u¨ber die Theorie und die Anwendung verschiedener Stoßrohrtypen gibt
Oertel [35]. Abbildung 1.1 zeigt eine Prinzipskizze des HEG. Ein druckluftgetriebener
Kolben verdichtet im 33m langen Kompressionsrohr das Treibgas, ein Helium-Argon Ge-
misch, quasi-adiabat. Fu¨r die untersuchte Versuchsbedingung I bringt das Treibgas bei
einem Druck von 50MPa eine 8mm starke Edelstahlscheibe am Ende des Kompressions-
rohres zum Bersten. Die entstehende Stoßwelle la¨uft in das 17m lange, mit dem Testgas
gefu¨llte Stoßrohr. Durch Reflexion am Rohrende wird das Gas auf den sogenannten Re-
servoirzustand von 35MPa bei u¨ber 9000K komprimiert. Dabei platzt eine zweite, 75µm
dicke Mylarmembran, die das Testgas im Stoßrohr vom Vakuum in der Du¨se und der
sich anschließenden Versuchsstrecke und dem Ausgleichsbeha¨lter trennt. Nach Platzen der
zweiten Membran expandiert das Gas aus dem Reservoir durch die 3,75m lange konische
Lavaldu¨se. Die Du¨se mit einem Halbo¨ffnungswinkel von 6,5◦ misst im engsten Querschnitt
22mm im Durchmesser. Das Fla¨chenverha¨ltnis betra¨gt 1600. Die sich anschließende Ver-
suchsstrecke hat einen Durchmesser von 1,2m. Am Du¨senaustritt erreicht die Stro¨mung
eine Geschwindigkeiten von ca. 6 km/s bei einer Machzahl von 8. Die Kernstro¨mung hat
einen Durchmesser von 0,4m. Die Versuchszeit im HEG betra¨gt einige Millisekunden. Ta-
belle 1.1 entha¨lt neben den Reservoir- auch die Anstro¨mgro¨ßen fu¨r Versuchsbedingung I.
Um das Modell in der Versuchsstrecke vor Bescha¨digung durch Splitter der ersten Mem-
bran zu schu¨tzen, ist vor dem engsten Du¨senquerschnitt ein sogenannter Partikelstopper
montiert, der das direkte Eintreten von Partikeln in die Du¨se verhindert. Neben der ge-
nannten Bedingung I stehen im HEG weitere Versuchsbedingungen zur Verfu¨gung, die
Abbildung 1.2: Fotografische Abbildung des Go¨ttinger Hochenthalpiekanals. Links sind
Kompressionsrohr und Antriebsspeicher, rechts Stoßrohr mit Du¨se, Versuchsstrecke und
Vakuumtank zu sehen.
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sich durch Variation der Fu¨lldru¨cke der Rohre, der Kolbenmasse sowie der Du¨sengeome-
trie einstellen lassen. Abbildung 1.2 zeigt zwei Fotos des Hochentalpiekanals. Auf der linken
Seite sind das Kompressionsrohr und der Druckluftspeicher, rechts das Stoßrohr mit sich
anschließender Du¨se, Versuchsstrecke und Vakuumtank abgebildet.
Die zu untersuchenden Modelle in der Versuchsstrecke des HEG ko¨nnen sowohl mit Ther-
moelementen zur Bestimmung der Wa¨rmeu¨berga¨nge als auch mit piezoresistiven Drucksen-
soren zur Messung der Oberfla¨chendru¨cke bestu¨ckt werden. Fenster in der Versuchsstrecke
erlauben die Verwendung verschiedener optischer Meßtechniken wie Schlieren- oder Schat-
tenaufnahmen [41], holographische Interferometrie [32] und Verfahren, die auf der Emission
elektromagnetischer Strahlung angeregter Moleku¨le oder Atome basieren. Mit Hilfe einer
3-Komponenten Waage ko¨nnen die wa¨hrend des Versuchs auf das Modell einwirkenden,
aerodynamische Kra¨fte gemessen werden.
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Anhand eines Weg-Zeit Diagramms zeigt Abbildung 1.3 den Ablauf eines Versuchs im
HEG. Der Kolben wird im Kompressionsrohr beschleunigt und verdichtet dabei das Treib-
gas, was zu einer Verzo¨gerung des Kolbens fu¨hrt. Nach dem Bersten der Membran la¨uft
eine Stoßwelle gefolgt von der Kontaktfla¨che zwischen Treib- und Testgas in das Stoß-
rohr. Im Kompressionsrohr breiten sich Expansionswellen aus, die an der Stirnfla¨che des
Kolbens reflektiert werden und dann ebenfalls in das Stoßrohr laufen. Nach Reflexion der
Stoßwelle an der Endwand baut sich die Du¨senstro¨mung auf. Idealerweise bringt die re-























Abbildung 1.3: Weg-Zeit Diagramm eines kolbengetriebenen Stoßwellenrohres. Kolben-
trajektorie (K), Stoßwelle (S), reflektierte Stoßwelle (RS), Kontaktfla¨che (KF) und Ex-
pansionswellen (E).
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Expansion des Reservoirgases in der Du¨se wird die Kontaktfla¨che wieder beschleunigt und
tritt schließlich in die Du¨se ein. Die Versuchszeit endet mit dem Eintreffen der Kontakt-
fla¨che zwischen Treib- und Testgas oder der von der Stirnfla¨che des Kolbens reflektierten
Expansionswellen.
Diese ideale Betrachtungsweise vernachla¨ssigt jedoch einige physikalische Effekte, die in
der Realita¨t einen gravierenden Einfluß auf die Stro¨mung im Stoßrohr und in der Ver-
suchsstrecke haben ko¨nnen. So wird zum Beispiel von einem instantanen, vollsta¨ndigen
O¨ffnen der Membran ausgegangen. Bei den meist in Stoßrohren verwendeten Membranen
handelt es sich um einige Millimeter starke Metallscheiben, sogenannte Berstscheiben. In
der Regel verfu¨gen diese u¨ber eine Sollbruchstelle, um ein bestimmtes O¨ffnungsverhalten
zu erreichen und unno¨tige Splitterbildung zu vermeiden. Unter einer bestimmten Druck-
belastung beginnen diese Scheiben vom Mittelpunkt aus entlang der Sollbruchstelle zu
reißen. Die Dauer des O¨ffnungsvorgangs liegt im Bereich eines Bruchteils einer Sekunde.
Petrie-Repar [36] hat den Einfluß des O¨ffnungsvorgangs auf die Sto¨mung im Stoßrohr nu-
merisch untersucht. Durch das allma¨hliche O¨ffnen bildet sich ein Treibgasstrahl, der in der
Rohrmitte in das Testgas schießt und eine kugelfo¨rmige Stoßwelle induziert. Petrie-Repar
beobachtet durch dieses Verhalten einen Einfluß auf die Ausbreitungsgeschwindigkeit der
prima¨ren Stoßwelle. Die Stoßgeschwindigkeit u¨bersteigt die Geschwindigkeit, die durch die
1-dimensionale Theorie vorausgesagt wird. Als Erkla¨rung werden tempora¨r im Stro¨mungs-
feld auftretende Schra¨gstoßwellen angegeben, die durch Reflexion der kugelfo¨rmigen Welle
an den Stoßrohrwa¨nden entstehen und die die Entropie des Gases erho¨hen. Außerdem
kommt es durch diesen Vorgang zu einer Durchmischung von Treib- und Testgas. Die
Form der Kontaktfla¨che ist dabei abha¨ngig vom Druckverha¨ltnis und somit Expansions-
verhalten des Treibgases. Bei sehr starker Expansion erreicht das Treibgas sehr schnell
die Stoßrohrwand und schnu¨rt einen Teil des Testgases ab. Dieses sich langsam stromab
ausbreitende schwerere Testgas wirkt auf das nachstro¨mende Treibgas wie ein Hindernis.
Desweiteren werden in der idealen Betrachtung der Stoßrohrstro¨mung die viskosen Ei-
genschaften der Gase vernachla¨ssigt. Die innere Reibung fu¨hrt dazu, daß sich hinter
der prima¨ren Stoßwelle eine Grenzschicht entlang der Stoßrohrwand ausbildet. Die sich












Abbildung 1.4: Schematische Darstellung des Prozesses der Treibgaskontamination im
HEG.
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einhergehenden schwachen Druckwellen zu einer Verminderung der Geschwindigkeit der
prima¨ren Stoßwelle fu¨hren.
Nach der Reflexion der prima¨ren Stoßwelle an der Endwand des Rohres la¨uft diese wie-
der stromauf. Der Druckanstieg u¨ber diese reflektierte Welle kann zu einem Ablo¨sen der
Wandgrenzschicht fu¨hren. Da das Gas im Stoßrohr hinter der prima¨ren Stoßwelle mit
U¨berschallgeschwindigkeit stro¨mt, bildet sich vor der Ablo¨seblase ein schra¨ger Verdich-
tungsstoß aus. Die Interaktion dieses Schra¨gstoßes mit dem reflektierten senkrechten Stoß
fu¨hrt zur Bildung eines Gabelstoßes. Dieser Prozess wird auch als Stoßbifurkation be-
zeichnet. Stromab der beiden schra¨gen Sto¨ße ist die Geschwindigkeit ho¨her als hinter dem
senkrechten Stoß. Ausgehend vom Tripelpunkt der Wechselwirkung bildet sich eine Scher-
schicht aus. Die unterschiedlichen Stro¨mungsgeschwindigkeiten stromab des Gabelstoßes
fu¨hren dazu, daß Grenzschichtgas in einem Strahl entlang der Wand das Stoßrohrende
erreicht.
Mark [30] hat aufgrund experimenteller Untersuchungen erstmals eine Theorie zur Stoß-
bifurkation entwickelt und die Freistrahlbildung beschrieben. Basierend auf dieser Arbeit
berichten Davies und Wilson [8] u¨ber ein vorzeitiges Testzeitende in Stoßwellenrohren
mit niedrigen Enthalpien aufgrund der Wechselwirkung der reflektierten Stoßwelle mit
der Treibgaskontaktfla¨che. Stalker und Crane [49] erweiterten diese Theorie auf Hochen-
talpiestoßrohre. Dabei erreicht, nachdem die reflektierte Stoßwelle auf die Kontaktfla¨che
trifft, Treibgas auf dieselbe Weise das Stoßrohrende. Stro¨mt das so verunreinigte Reser-
voirgas durch die Du¨se steigt aufgrund des ho¨heren Isentropenexponenten die Machzahl
am Du¨senaustritt. Abbildung 1.4 zeigt schematisch den Prozess der Stoßbifurkation mit
anschließender Treibgasstrahlbildung.
Numerische Untersuchungen zur Stoßbifurkation und deren Einfluß auf den Reservoirzu-
stand wurden von Weber et al. [57] durchgefu¨hrt. Die Kontaktfla¨che wurde dabei nicht
beru¨cksichtigt.
Die Stro¨mung im lichtbogenbeheizten Stoßrohr des NASA Ames Forschungszentrums wur-
de von Wilson et al. [60] numerisch simuliert. Darin stro¨mt vor der eigentlichen Treibgas-
ankunft kaltes Testgas u¨ber die Schra¨gsto¨ße in den Reservoirbereich.
Gooze´e et al. [15] beobachten bei der Simulation eines Stoßrohres der Universita¨t Queens-
land bei niedrigen Enthalpien ein Unterdru¨cken der Treibgasstrahlbildung durch Wirbel,
die im Testgas durch Interaktion mit dem Gabelstoßsystem entstehen. Allerdings trans-
portieren die bei der Wechselwirkung des reflektierten Stoßes mit der Kontaktfla¨che ent-
standenen Wirbel Treibgas in Richtung der Endwand.
Chue und Eitelberg [7] haben das Stro¨mungsfeld im Stoßrohr des HEG numerisch unter-
sucht. Die Ergebnisse der Idealgasberechnungen besta¨tigen die vorzeitige Treibgasankunft.
Außerdem wird ein im Vergleich zur 1-dimesionalen Theorie geringerer Reservoirdruck
beobachtet, der mit dem Aufstauen des Fluides in der Ablo¨seblase und einer dadurch
geringeren Kompression erkla¨rt wird.
Zur Unterdru¨ckung der vorzeitigen Treibgasankunft wird von Dumitrescu [10] eine Vor-
richtung zum Absaugen des Treibgasstrahls vorgeschlagen. Experimentelle und numerische
Tests von Chue und Dumitrescu [6] fu¨r hohe und niedrige Enthalpien und verschiedene
Gro¨ßen des Absaugschlitzes zeigen zwar einen glatteren Verlauf der Temperatur fu¨r nied-
rige Enthalpie, bei der hauptsa¨chlich kaltes Testgas aus der Grenzschicht die Endwand
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Abbildung 1.5: Detailansicht des Stoßrohrendes im HEG mit Partikelstopper, Heliumab-
scheider und Du¨senhals.
erreicht, die Wirksamkeit bei hoher Enthalpie mit Treibgasstrahlbildung konnte jedoch
nicht gezeigt werden.
Sudani und Hornung [51] haben eine a¨hnliche Konfiguration im Hochgeschwindigkeits-
stoßrohrkanal T5 des CALTEC getestet, deren Wirksamkeit ebenfalls nicht gezeigt werden
konnte. Der Grad der Treibgaskontamination wurde mittels eines Detektors gemessen, des-
sen Funktionsweise auf dem Blockieren einer Kanalstro¨mung bei steigender Anstro¨mmach-
zahl basiert.
Sudani et al. [53] haben die Vorrichtung dahingehend modifizert, daß nicht mehr am
Ende des Stoßrohres sondern stromauf abgesaugt wird. Die Vorrichtung, die aus einem
zweiten Rohr besteht, das mit der Stoßrohrendwand einen ringfo¨rmigen Spalt bildet, soll
den Treibgasstrahl am Ort seines Entstehens absaugen.
Aufgrund der Wirksamkeit dieses Verfahrens im T5 wurde eine leicht vera¨nderte Version
dieser Anordung von Hannemann et al. [21] im HEG fu¨r die in Tabelle 1.1 angegebene
Versuchsbedingung getestet. Da im HEG ein zusa¨tzliches Volumen fehlt, steht anders als im
T5 lediglich der Spalt zwischen beiden Rohren zur Aufnahme des Treibgases zur Verfu¨gung.
Abbildung 1.5 zeigt das Stoßrohrende im HEG mit Du¨seneinlauf, Partikelstopper und
Heliumabscheider.
Die Abbildungen 1.6 und 1.7 zeigen den zeitlichen Verlauf des statischen und des Pitot-
drucks in der Versuchsstrecke des HEG fu¨r die Versuche 513 und 514. Da der Verlauf beider
Dru¨cke durch den Reservoirzustand bestimmt wird, ist zusa¨tzlich der Reservoirdruck dar-
gestellt. Eine Verschiebung um 0,7ms beru¨cksichtigt die ra¨umliche Distanz zwischen den
Sensoren im Reservoir und denen in der Versuchsstrecke. Zum Meßverfahren der Dru¨cke,
insbesondere des statischen Drucks in Hyperschallstro¨mungen wird auf die Arbeit von
Martinez Schramm [31] verwiesen. Statischer Druck und Pitotdruck folgen dem Verlauf
des Reservoirdrucks bis fu¨r Versuch 513 ein Abfall des statischen Drucks bei 2,0ms beob-
achtet wird. Die A¨nderung des Gaszustandes im Reservoir durch Kontamination mit dem
leichteren Treibgas Helium, fu¨hrt zu einem anderen Expansionsverhalten des Gases beim
Durchstro¨men der Du¨se; die Machzahl der Stro¨mung steigt. Da der statische Druck im
Gegensatz zum Staudruck sensitiv auf die A¨nderung der Anstro¨mung reagiert, gilt sein
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Abbildung 1.6: Gemessene Druckverla¨ufe im HEG ohne Heliumabscheider. Dargestellt
ist die zeitliche Entwicklung von Reservoirdruck (ohne Skala), statischem Druck und Stau-



























Abbildung 1.7: Gemessene Druckverla¨ufe im HEG mit Heliumabscheider. Dargestellt ist
die zeitliche Entwicklung von Reservoirdruck (ohne Skala), statischem Druck und Stau-
druck fu¨r Versuch 514.
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Im Gegensatz zu Abbildung 1.6 zeigt 1.7 die Druckverla¨ufe fu¨r dieselbe HEG Bedingung
bei Verwendung des Heliumabscheiders. Der Abfall des statischen Drucks beginnt deutlich
spa¨ter bei 3,0ms, was eine Verla¨ngerung der nutzbaren Testzeit im HEG bedeutet.
Messungen von Sudani et al. [52] im HEG mit dem von ihm entwickelten Treibgasdetektor
besta¨tigen die Verzo¨gerung der Treibgaskontamination und die Verla¨ngerung der Meßzeit
bei Verwendung des Heliumabscheiders.
1.3 Zielsetzung
Ziel der Arbeit ist die numerische Simulation der Stoßrohrstro¨mung im Hochenthalpiekanal
Go¨ttingen unter besonderer Beru¨cksichtigung der Treibgaskontamination. Fu¨r die Simu-
lation steht mit dem TAU Code ein unstrukturiertes Verfahren zur Verfu¨gung. Um Stoß-
wellen und Kontaktunstetigkeiten mit hoher Auflo¨sung instationa¨r verfolgen zu ko¨nnen,
soll die indikatorbasierte lokale Netzverfeinerung des Verfahrens verwendet werden. Da
das Testgas im HEG starken Zustandsa¨nderungen unterliegt, kann es nicht mehr als ideal
betrachtet werden. Somit ist zuna¨chst eine Modellierung fu¨r chemisch reagierende Gase
zu implementieren und zu validieren. Zusa¨tzlich ist das Verfahren hinsichtlich der Fa¨hig-
keit der Simulation von bewegten Kontaktunstetigkeiten zwischen verschiedenen Gasen
zu untersuchen. Da die Simulation der gesamten Anlage mit den zur Verfu¨gung stehen-
den Ressourcen zur Zeit nicht mo¨glich ist, muß eine spezielle Randbedingung formuliert
werden, die es ermo¨glicht, das instationa¨re Grenzschichtwachstum hinter einer laufenden
Stoßwelle, sowie das Einstro¨men des Treibgases zu beschreiben.
2 Physikalische Modellierung
Wie bereits in der Einleitung beschrieben, fu¨hrt das Ansteigen der inneren Energie ei-
nes Gases im allgemeinen nicht zu einer im gleichen Maße steigenden Temperatur. Der
Zustand des Gases kann also nicht mehr als ideal betrachtet werden. Mit steigender Ener-
gie werden innere Freiheitsgrade der Teilchen wie Moleku¨lschwingungen oder energetisch
ho¨here Elektronenzusta¨nde angeregt. Wird die Dissoziations- bzw. Ionisationsenergie er-
reicht, a¨ndert sich zudem die chemische Zusammensetzung des Gases. Abha¨ngig von der
Geschwindigkeit, mit der die thermischen und chemischen Zustandsa¨nderungen ablaufen,
werden drei Arten von Stro¨mungen unterschieden. Dabei wird eine charakteristische La¨nge
L des Stro¨mungsfeldes in Bezug zur Relaxationsla¨nge lr gesetzt. Die Relaxationsla¨nge er-
gibt sich dabei aus der Reaktionsrate und der lokalen Stro¨mungsgeschwindigkeit. Der di-






Ist die Relaxationsla¨nge sehr viel gro¨ßer als die charakteristische La¨nge, die Damko¨hlerzahl
also sehr viel kleiner als 1, spricht man von eingefrorener Stro¨mung, Zustandsa¨nderungen
spielen im betrachteten Stro¨mungsgebiet nur eine untergeordnete Rolle. Liegt die cha-
rakteristische La¨nge in der Gro¨ßenordnung der Relaxationsla¨nge spricht man von Nicht-
gleichgewichtsstro¨mung, d. h. die thermische und chemische Zusammensetzung des Gases
a¨ndert sich im betrachteten Stro¨mungsfeld fortwa¨hrend. Im Grenzfall großer Damko¨hler-
zahlen laufen die Reaktionen sehr viel schneller als die stro¨mungsmechanischen Vorga¨nge
ab. Das Fluid kann als lokal im Gleichgewicht befindlich betrachtet werden. Im allgemei-
nen sind die Reaktionsgeschwindigkeiten der einzelnen thermischen Zustandsa¨nderungen
und chemische Reaktionen verschieden, so daß sich fu¨r jede Zustandsa¨nderung und jede
Reaktion eine eigene Relaxationsla¨nge und somit eine eigene Damko¨hlerzahl ergibt.
Bei den in der vorliegenden Arbeit untersuchten hochenthalpen Stoßrohrstro¨mungen spielt
die A¨nderung der thermischen und chemischen Zusammensetzung des Fluides eine nicht
zuvernachla¨ssigende Rolle. Sich schnell ausbreitende starke Stoßwellen bewirken in sehr
kurzer Zeit erhebliche A¨nderungen des Gaszustandes. Da aber die numerische Simula-
tion von Nichtgleichgewichtsstro¨mungen, hier zudem in Verbindung mit instationa¨ren
Vorga¨ngen, sehr zeitaufwendig ist, wird nur der Grenzfall des thermochemischen Gleichge-
wichtszustandes betrachtet. Zudem erfolgt auf mikroskopischer Ebene die Einstellung des
Gleichgewichtszustandes durch intermolekulare Sto¨ße. Mit steigender Dichte hinter einer
Stoßwelle erho¨ht sich auch die Anzahl dieser intermolekularen Sto¨ße, so daß das Fluid
relativ schnell in den Gleichgewichtszustand relaxieren kann.
In diesem Kapitel wird das im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Verfahren zur Berechnung
von Gleichgewichtszusta¨nden reagierender Gasgemische beschrieben.
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2.1 Gleichgewichtszustand reagierender Gasgemische
2.1.1 Struktur und Gleichgewichtsbedingung
Im folgenden wird ein aus S Spezies bestehendes Gemisch schwach wechselwirkender Parti-
kel betrachtet. Unter der Voraussetzung der schwachen Wechselwirkung kann jede Spezies
als thermisch ideales Gas behandelt werden. Das Vorgehen zur Berechnung des Gleich-
gewichtszustandes folgt im Wesentlichen der Formulierung von Liu und Vinokur [27],
wa¨hrend der Berechnung der Zustandsgro¨ßen der Spezies die Arbeiten von Esser [13] und
Bottin [3] zugrunde liegen.
Der Gleichgewichtszustand eines beliebigen Gasgemisches ist durch zwei Zustandsgro¨ßen





zesXe s = 1, . . . , S e = 1, . . . , E (2.2)
gebildet, wobei Ys und Xe die Reaktionsprodukte bzw. -edukte bezeichnen. zes sind die
Komponenten der Strukturmatix Z des Gemisches. Sie beschreibt die Abha¨ngigkeiten der
einzelnen Reaktionspartner voneinander. Ihre Komponenten sind die stoichiometrischen
Koeffizienten fu¨r jede Reaktion bezogen auf die gewa¨hlten Basiselemente. Im allgemeinen
bilden die atomaren Spezies eine elementare Basis. Wird Ionisation betrachtet empfiehlt
es sich das Elektron ebenfalls als elementare Komponente zu betrachten. Moleku¨le und
Ionen lassen sich dann als Linearkombination der Elemente beschreiben. Ebensogut ist
jede andere linear unabha¨ngige Kombination von Teilchen als Basis mo¨glich. Betrachtet
man ein 5-Spezies Luftgemisch bestehend aus N2, N, O2 O und NO ergibt sich folgende









Im Gleichgewichtszustand sind die Raten der Hin- und Ru¨ckreaktion gleich, d. h. die
Zusammensetzung des Gemisches ist konstant. Außerdem ist der Gleichgewichtszustand
eines Systems durch das Maximum der Entropie bestimmt. Schreibt man die Entropie
s als Funktion der inneren Energie e, der Gesamtdichte ρ sowie sa¨mtlicher spezifischer











µs dξs . (2.4)
Die spezifische Stoffmenge ξs einer Spezies ist definiert durch ihren Massenanteil am Ge-
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µs bezeichnet das chemische Potential, welches sich als Differenz aus Enthalpie hs und der
gebundener Energie Tss ergibt
µs = hs − Tss . (2.6)
Entha¨lt das System nur eine einzige Komponente, ist das chemische Potential mit der







und mit der Gleichgewichtsbedingung ds = 0∑
s
µs dξs = 0 . (2.8)
Gleichung (2.8) beschreibt den irreversiblen Anteil der Entropie aufgrund der A¨nderung
der chemischen Zusammensetzung des Gemisches.
Die vollsta¨ndige Beschreibung des Systems erfordert die Berechnung der S unbekannten
spezifischen Stoffmengen ξs bei gegebener Dichte und Energie. E Gleichungen ergeben sich
aus der Tatsache, daß unter Ausschluß nuklearer Reaktionen in chemischen Reaktionen
die Anzahl der einzelnen Elemente konstant bleibt. Die Gleichungen (2.9) werden daher
auch als Elementerhaltungsgleichungen bezeichnet.∑
s
zes ξs = ξ¯e = const e = 1, . . . , E (2.9)
Die Anzahl der einzelnen Elemente ξ¯e muß fu¨r jedes Gemisch vorgegeben werden. Sie be-
schreiben die Zusammensetzung auf Basis der elementaren Komponenten. Fu¨r das hier be-
trachtete Luftgemisch wird eine Zusammensetzung von Stickstoff zu Sauerstoff mit einem
Massenverha¨ltniss von 0,76 zu 0,24 angenommen. Die Zusammensetzung des Gemisches
aus den einzelnen Spezies s kann nicht unabha¨ngig voneinander variieren. Sie gehorcht
den Elementerhaltungsgleichungen (2.9). Zerlegt man diese und Gleichung (2.8) in seine










µn dξn = 0 . (2.11)




zen dξn = 0 (2.12)








dξn = 0 . (2.13)
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Aufgrund der so erreichten Unabha¨ngigkeit der ξn ergibt sich fu¨r jede der N nichtelemen-




zne µe n = 1, . . . , N . (2.14)
Die Gleichungen (2.14) werden auch als Massenwirkungsgesetze bezeichnet. Sie besagen,
daß im chemischen Gleichgewicht das chemische Potential der Edukte gleich dem der
Produkte ist. Als allgemeines Gleichgewichtsprinzip kann a¨quivalent zum Entropiemaxi-
mum ein Verschwinden der chemischen Potentialdifferenz formuliert werden. Die Gleichge-
wichtsbedingungen minimaler Gibbsenthalpie oder Helmholtzenergie sind Spezialfa¨lle fu¨r
Systeme mit konstanten Zustandsgro¨ßen Temperatur und Druck bzw. Temperatur und
Dichte.
2.1.2 Numerische Berechnung der Zusammensetzung
Die Elementerhaltungsgleichungen (2.9) ergeben zusammen mit den Massenwirkungsge-
setzen (2.14) ein Gleichungssystem zur Bestimmung der S spezifischen Stoffmengen ξs.
Spaltet man die Entropie in einen temperatur- und einen druckabha¨ngigen Anteil
ss = s
0
s(T )− R ln ps , (2.15)
mit dem Partialdruck der Spezies s
ps = RTρ ξs , (2.16)
la¨ßt sich das chemische Potential (2.6) schreiben als
µs = µ
0
s +RT ln (RTρ ξs) (2.17)
mit der nur von der Temperatur abha¨ngigen Gro¨ße
µ0s(T ) = hs − Ts0s . (2.18)
Da µs = µs(T, ρ, ξs) eine Funktion der Dichte, Temperatur und der entsprechenden Stoff-
menge ist, ist das obige Gleichungssystem nur vollsta¨ndig, wenn ρ und T bekannt sind. Fu¨r
den hier diskutierten Fall vorgegebener Energie und Dichte ist die Temperatur eine weitere
Unbekannte, zu deren Lo¨sung eine zusa¨tzliche Gleichung in Form der inneren Energie e
des Gasgemisches beno¨tigt wird. Das vollsta¨ndige Gleichungssystem lautet somit∑
s
zes ξs = ξ¯e (2.19)
∑
e
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Dabei handelt es sich um ein nichtlineares Gleichungssystem fu¨r ξs und T , fu¨r das keine
allgemeine Lo¨sung angegeben werden kann. Zur Lo¨sung wird deshalb ein numerisches
Verfahren verwendet. Dabei ist zu beachten, daß die Lo¨sungen ξs definitionsgema¨ß keine
negativen Werte annehmen ko¨nnen. Außerdem ko¨nnen sie einen Maximalwert ξs,max, der
sich aus der Struktur des Gemisches und der elementaren Zusammensetzung ergibt, nicht
u¨berschreiten
ξs ∈ [0, ξs,max] . (2.22)
Numerisch kann die untere Grenze des Lo¨sungsbereichs zu Problemen fu¨hren. Da eini-
ge Massenanteile sehr kleine Werte annehmen ko¨nnen, z. B. Stickstoffmonoxid NO bei
Raumtemperatur, werden, um den Anforderungen an die Genauigkeit gerecht zu werden,
die Logarithmen der spezifischen Stoffmengen ηs = ln ξs als neue Variablen eingefu¨hrt.
Fu¨hrt man analog dazu auch den Logarithmus der Temperatur τ = lnT als neue Variable
ein, lauten die Gleichungen (2.19), (2.20) und (2.21)∑
s
zes e


















Das obige Gleichungssystem wird mit Hilfe eines Newtonverfahrens gelo¨st. Dabei werden
die Gleichungen zuna¨chst in der Umgebung einer bekannten Na¨herungslo¨sung η
(0)
s und
τ (0) linearisiert. Die Lo¨sung des linearisierten Gleichungssystems ∆ηs bzw. ∆τ fu¨hrt dann
nach (n+ 1) Schritten zu einer verbesserten Na¨herungslo¨sung
η(n+1)s = η
(n)
s +∆ηs bzw. τ
(n+1) = τ (n) +∆τ . (2.26)
Eine Entwicklung der Gleichungen (2.23), (2.24) und (2.25) um ηs und τ fu¨hrt unter

























































14 2 Physikalische Modellierung
Eliminiert man ∆ηs aus den Gleichungen (2.27) und (2.29) unter Zuhilfenahme von Glei-
chung (2.28), reduziert sich die Dimension des linearen Gleichungssystem auf E + 1 fu¨r




































































Die Lo¨sungen fu¨r ∆ηs ergeben sich dann aus Gleichung (2.28). Um Instabilita¨ten wa¨hrend




s + ωη∆ηs bzw. τ
(n+1) = τ (n) + ωτ∆τ . (2.33)














Die Lo¨sung gilt als konvergiert wenn das Abbruchkriterium
max (|∆ηs| , |∆τ |) ≤ 10−10 (2.35)
erreicht ist.
Abbildungen 2.1 und 2.2 zeigen die Massenanteile der einzelnen Spezies fu¨r ein 5 Kompo-
nenten Luftgemisch in Abha¨ngigkeit der Temperatur fu¨r verschiedene Dichten. Bei nied-
rigen Temperaturen liegen Stickstoff und Sauerstoff ausschließlich in molekularer Form
vor. Mit steigender Temperatur dissoziieren zuerst die Sauerstoff-, dann die Stickstoff-
moleku¨le. Es bildet sich Stickstoffmonoxid, das bei weiter steigender Temperatur wieder
zersetzt wird. Bei hohen Temperaturen liegen schließlich nur noch atomare Bestandteile
vor. Ein Vergleich der Bilder zeigt den Einfluß der Dichte. Steigt die Dichte des Gemisches,
verschiebt sich das Einsetzen der einzelnen Reaktionen hin zu ho¨heren Temperaturen.
Die innere Energie ergibt sich aus Gleichung (2.21). Als weitere Zustandsgro¨ßen fu¨r das
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Zusa¨tzlich werden zur Berechnung der Schallgeschwindigkeit noch die partiellen Ableitun-
gen des Drucks beno¨tigt. Ableiten der Druckgleichung (2.36) nach ρ und e fu¨hrt nach





































Die Gleichungen zur Bestimmung der unbekannten Ableitungen ergeben sich aus dem nach
ρ bzw. e abgeleiteten Gleichungssystem (2.23) bis (2.25). Dieses Gleichungssystem und das
Gleichungssystem (2.31) und (2.32) werden durch Invertierung der gleichen Matrix gelo¨st.
Da sa¨mtliche ηs und auch T schon bekannt sind, ist eine Iteration nicht notwendig.











Auf die Berechnung der Transportgro¨ßen des Gemisches wird in einem spa¨teren Abschnitt
eingegangen.
Da man jede thermodynamische Variable als Funktion von ξs, ρ und T darstellen kann, la¨ßt
sich das Gleichungssystem fu¨r jede beliebige Kombination von zwei gegebenen Zustands-
gro¨ßen auf maximal E + 2 Gleichungen reduzieren. Das im na¨chsten Kapitel beschriebe-
ne numerische Verfahren zur Berechnung von Stro¨mungsfeldern ist in den konservativen
Variablen Dichte und Energie formuliert. Fu¨r diesen Fall wurden die Gleichungen zur
Berechnung der Gaszusammensetzung im letzten Abschnitt abgeleitet.
2.1.3 Zustandsgro¨ßen und Zustandssummen
Nachdem in den letzten beiden Abschnitten die Gleichungen zur Berechnung des Gleich-
gewichtszustandes sowie ein Verfahren zur numerischen Lo¨sung dieser Gleichungen be-
schrieben wurde, werden im folgenden die fu¨r dieses Vorgehen beno¨tigten thermischen
Zustandsgro¨ßen der Gemischkomponenten berechnet.
Die Zustandsgro¨ßen der einzelnen Komponenten des Gemisches werden mit Hilfe der Zu-
standssummen ermittelt. Sie stellen den Zusammenhang zwischen dem mikroskopischen
Zustand der Atome bzw. Moleku¨le und dem makroskopischen Zustand des Gesamtsystems
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Abbildung 2.1: Gleichgewichtszusammensetzung eines Luftgemisches. Dargestellt sind














Abbildung 2.2: Gleichgewichtszusammensetzung eines Luftgemisches. Dargestellt sind
die Massenanteile der Spezies als Funktion der Temperatur fu¨r eine Dichte von 10 kg/m3.
2.1 Gleichgewichtszustand reagierender Gasgemische 17
Sie ist die Summe aller mo¨glichen Mikrozusta¨nde, die das System annehmen kann. gi ist
der Entartungsgrad des i-ten Zustandes und ei seine Energie. Der Entartungsgrad ist die
Anzahl aller Zusta¨nde gleicher Energie. Diese Zusta¨nde sind nach der Boltzmannstatistik
verteilt. Da in der Regel mehrere Quantenzusta¨nde zur Bestimmung des Energiezustan-
des erforderlich sind, kommt dem Index i lediglich eine symbolische Bedeutung zu. Die















gegeben. Der innere Anteil la¨ßt sich unter Annahme der Separabilita¨t der Freiheitsgrade












Außerdem ko¨nnen noch Kopplungen zwischen den genannten Teilen eine Rolle spielen und
die Wahl des Energienullpunktes ist zu beru¨cksichtigen. Fu¨r die hier betrachteten schwach
wechselwirkenden Teilchen ist der translatorische Anteil der Zustandssumme eine Funktion
des Volumens V und der Temperatur T , wa¨hrend der innere Anteil nur eine Funktion der
Temperatur darstellt. D. h. die inneren Freiheitsgrade liefern keinen Beitrag zum Druck
des Systems. Enthalpie, Entropie und Wa¨rmekapazita¨t bei konstantem Volumen ergeben






























































18 2 Physikalische Modellierung
Unter den hier gemachten Voraussetzungen setzen sich die extensiven Zustandsgro¨ßen des
Gemisches aus den Summen der Zustandsgro¨ßen der einzelnen Komponenten zusammen,
die bei bekannter Zusammensetzung aus den entsprechenden Zustandssummen berechnet
werden ko¨nnen.
Die Zustandssumme Qs bezieht sich auf den Grundzustand eines ruhenden Teilchens. Die-
ser ist fu¨r jede Komponente verschieden. Die Kopplung der einzelnen Komponenten durch
chemische Reaktionen macht jedoch die Definition eines gemeinsamen Bezugspunktes fu¨r
die Energie notwendig. Die Wahl dieses sogenannten Energienullpunktes ist willku¨rlich.
Im vorliegenden Fall wurde der Ruhezustand der Stickstoff- und Sauerstoffmoleku¨le N2
und O2 als Nullpunkt gewa¨hlt, was das Auftreten negativer Energien verhindert. Die
Nullpunktsenergie e0 der atomaren Bestandteile N und O entspricht dann der halben











Bei atomaren Komponenten existiert neben der Translation als einziger innerer Freiheits-
grad die elektronische Anregung. Er ist allein durch die Elektronenkonfiguration des Atoms














Dabei wird u¨ber alle Elektronenzusta¨nde i summiert. gi bezeichnet den Entartungsgrad, θ
el
i
die charakteristische Elektronentemperatur und eeli die Energie des i-ten Elektronenzustan-
des. Die innere Energie ist durch die Ionisationsenergie beschra¨nkt. Um dies zu gewa¨hrlei-
sten, ist die Summation u¨ber die theoretisch unendlich vielen Zusta¨nde an geeigneter Stelle
abzubrechen. Außerdem tragen bei moderaten Temperaturen ho¨here Anregungszusta¨nde





























Abbildung 2.3: Vergleich der dimensionslosen Enthalpie der Spezies ohne die Nullpunkts-
enthalpie mit tabellierten Werten von Gurvich et al. [17]. Die Daten von Gurvich et al. sind
als Punkte, die nach dem vorgestellten Verfahren berechneten Werte als Linien dargestellt.
ergeben sich die Beitra¨ge aufgrund innerer Freiheitsgrade zur Enthalpie, Entropie und
































Der innere Zustand molekularer Teilchen ha¨ngt neben der Elektronenkonfiguration noch
von Rotations- und Vibrationsfreiheitsgraden der Moleku¨le sowie der Kopplung zwischen
diesen Termen ab. Analog zur Gleichung (2.54) ergibt sich die Zustandssumme der elek-
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Die Elektronentemperatur wird allerdings um einen Term, der die Kopplung zwischen












Fu¨r die Rotationsfreiheitsgrade ergibt sich die Zustandssumme unter Beru¨cksichtigung der





















Ursache der Anharmonizita¨t ist das molekulare Potential, welches nur fu¨r kleine Anre-





















Wendet man auf die einzelnen Zustandssummen Gleichung (2.46), (2.47) und (2.48) an,
ergeben sich der Anteil der Enthalpie, Entropie und Wa¨rmekapazita¨t aufgrund der inneren
























































































Abbildung 2.4: Vergleich der dimensionslosen Entropie der Spezies mit tabellierten Wer-
ten von Gurvich et al. [17]. Die Daten von Gurvich et al. sind als Punkte, die nach dem
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(u2s,i − 3us,i + 1) e3us,i
(eus,i − 1) +
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eus,i − 1 (2.71)
Πs,4 = us,i
eus,i (us,i − 1) + 1
(eus,i − 1)2 . (2.72)
Die Abbildungen 2.3, 2.4 und 2.5 zeigen einen Vergleich der Enthalpien, Entropien bzw.
der spezifischen Wa¨rmekapazita¨t der Spezies, die sich aus dem in der vorliegenden Arbeit
verwendeten Modell ergeben, mit den von Gurvich et al. [17] tabellierten Daten. Da Gur-
vich et al. nur die Wa¨remekapazita¨t bei konstantem Druck angeben, wurde diese fu¨r den
Vergleich aus der Wa¨rmekapazita¨t bei konstantem Volumen berechnet. Die ab 10000K auf-

















Abbildung 2.5: Vergleich der dimensionslosen Wa¨rmekapazita¨t bei konstantem Druck
der Spezies mit tabellierten Werten von Gurvich et al. [17]. Die Daten von Gurvich et
al. sind als Punkte, die nach dem vorgestellten Verfahren berechneten Werte als Linien
dargestellt.
tretenden Unterschiede fu¨r die molekularen Spezies sind auf die gro¨ßere Anzahl der von
Gurvich et al. beru¨cksichtigten elektronischen Anregungszusta¨nde zuru¨ckzufu¨hren. Fu¨r
den Temperaturbereich des in Kapitel 5 untersuchten Stro¨mungsfeldes sind die gemach-
ten Annahmen ausreichend. Das Modell kann aber mit den entsprechenden Speziesdaten
leicht um ho¨here Anregungszusta¨nde erweitert werden. Ein Modell mit einer Vielzahl von
Zusta¨nden wird von Bottin [3] gegeben. Die verwendeten Konstanten zur Berechnung der
thermodynamischen Gro¨ßen finden sich im Anhang A der vorliegenden Arbeit.
2.2 Berechnung der Transportgro¨ßen
Neben den bereits im vorhergegangenen Abschnitt berechneten thermodynamischen Zu-
standsvariablen werden im na¨chsten Abschnitt die zur vollsta¨ndigen Beschreibung des
Gases erforderlichen Gro¨ßen fu¨r den Transport von Impuls (Viskosita¨t), Energie (Wa¨rme-
leitfa¨higkeit) und Masse (Diffusivita¨t) berechnet.
2.2.1 Viskosita¨t











s ) T > T µg,s . (2.73)























Abbildung 2.6: Viskosita¨t der einzelnen Spezies als Funktion der Temperatur.
Der Gu¨ltigkeitsbereich dieser Approximationen erstreckt sich von ca. 1000 bis 30000K. Fu¨r
















T ≤ T µg,s . (2.74)
T µg,s wurde so gewa¨hlt, das beide Formulierungen bei dieser Temperatur den gleichen Wert
ergeben. Die Viskosita¨t des Gemisches µ wird aus den Viskosita¨ten der Spezies und den
spezifischen Stoffmengen ξs unter den gegebenen Bedingungen mit Hilfe der Mischungsregel































Abbildung 2.6 zeigt die Viskosita¨ten der Spezies in Abha¨ngigkeit der Temperatur, Abbil-
dung 2.7 die Viskosita¨t des Gemisches in Abha¨ngigkeit der Temperatur fu¨r verschiedene
Dichten. Zum Vergleich sind die Werte fu¨r die Idealgase Luft1 und Helium dargestellt.
1Betrachtet man Luft als Idealgas ist seine Struktur ohne Bedeutung.


























Abbildung 2.7: Viskosita¨t des Gemisches bei verschiedenen Dichten als Funktion der
Temperatur.
2.2.2 Wa¨rmeleitung
Die Wa¨rmeleitkoeffizienten fu¨r die einzelnen Spezies κs werden von Gupta et al. [16] wie
folgt gegeben:







s T > T κg,s . (2.77)















T ≤ T κg,s . (2.78)
Mit den spezifischen Stoffmengen ergibt sich fu¨r das Gemisch eine gefrorene Wa¨rme-
















Die Gesamtwa¨rmeleitfa¨higkeit κ setzt sich als Summe aus dem gefrorenen Anteil und einem
reaktiven Anteil, der unter Annahme einer konstanten Schmidtzahl von Sc = 0, 7 Diffusion
aufgrund von Konzentrationsgradienten beru¨cksichtigt, zusammen





























Abbildung 2.8: Wa¨rmeleitfa¨higkeit der einzelnen Spezies als Funktion der Temperatur.
Abbildung 2.8 zeigt die Abha¨ngigkeit der Wa¨rmeleitfa¨higkeit von der Temperatur fu¨r
die Einzelspezies, Abbildung 2.9 fu¨r ein Luftgemisch bei verschiedenen Dichten. Fu¨r die





mit konstanter Prandtlzahl Pr = 0, 72 berechnet. Sa¨mtliche Konstanten zur Berechnung
von Viskosita¨t und Wa¨rmeleitfa¨higkeit sind im Anhang A tabelliert.
2.3 Bilineare Interpolation
Da die Lo¨sung der in den letzten beiden Abschnitten beschriebenen Gleichungen zur Be-
stimmung der Zustands- und Transportgro¨ßen in einer stro¨mungsmechanischen Simulation
sehr teuer ist, werden die entsprechenden Zusta¨nde zuna¨chst nur an vergleichsweise weni-
gen Stu¨tzstellen eines den Zustand des Stro¨mungsfeldes abdeckenden Bereichs berechnet.
Wa¨hrend der stro¨mungsmechanischen Simulation ermo¨glicht dann eine Interpolation zwi-
schen den gespeicherten Stu¨tzstellen ein schnelles Auffinden der entsprechenden Lo¨sung.
Zur Berechnung der Stu¨tzstellen werden die Intervalle [emin, emax]× [ρmin, ρmax] mit N×M
Punkten diskretisiert. Da die sta¨rksten A¨nderungen der Gleichgewichtszusammensetzung
fu¨r den untersuchten Energiebereich bei kleinen Dichte auftreten, wird fu¨r die Stu¨tzstellen
eine logarithmische Verteilung des Dichtebereichs gewa¨hlt. Bezogen auf die Energie werden
die Stu¨tzstellen linear verteilt. Die Stu¨tzstellen ergeben sich aus
ρi = ρmin + e
i∆ ln ρ i = 0, . . . , N
ej = emin + j∆e j = 0, . . . ,M
(2.83)






















Abbildung 2.9: Wa¨rmeleitfa¨higkeit des Gemisches bei verschiedenen Dichten als Funk-
tion der Temperatur.
mit








Zu jedem Tupel (ρi, ej) wird der Gleichgewichtszustand berechnet und abgespeichert. Aus
diesem Datensatz kann dann zu jedem beliebigen Zustand (ρ, e) mit
ρi < ρ < ρi+1 (2.85)
ej < e < ej+1 (2.86)
die Gro¨ße φ(ρ, e) aus den Werten der sie umgebenden Stu¨tzstellen interpoliert werden. Sei
φi,j = φ(ρi, ej), so ergibt sich die Formel fu¨r die bilineare Interpolation wie folgt:
φ(ρ, e) =
(ρi+1 − ρ) (ej+1 − e)φi,j + (ρ− ρi) (ej+1 − e)φi+1,j
(ρi+1 − ρi) (ej+1 − ej)
+
(ρi+1 − ρ) (e− ej)φi,j+1 + (ρ− ρi) (e− ej)φi+1,j+1
(ρi+1 − ρi) (ej+1 − ej) (2.87)
Die vollsta¨ndige Beschreibung umfaßt die thermodynamischen Gro¨ßen
p = p(ρi, ej), T = T (ρi, ej), cV = cV (ρi, ej), s = s(ρi, ej),













2.3 Bilineare Interpolation 27
die Transportgro¨ßen
µ = µ(ρi, ej), κ = κ(ρi, ej)
und die Massenanteile der Spezies
yN = nN(ρi, ej), yO = nO(ρi, ej)
yN2 = nN2(ρi, ej), yO2 = nO2(ρi, ej), yNO = nNO(ρi, ej).
Nicht immer sind wa¨hrend der Stro¨mungssimulation in jeder Netzzelle die konservativen
Variablen Dichte und Energie bekannt. Dies gilt insbesondere fu¨r die Randbedingungen, so
kann beispielsweise fu¨r eine isotherme Wand die Wandtemperatur oder fu¨r einen Ein- bzw.
Ausstro¨mrand der Druck gegeben sein. Da die Interpolation der Werte auf verschiedenen
Zustandsfla¨chen nicht konsistent ist, d. h. im allgemeinen aus
p2 = p2(ρ1, e1) mit e1 = e1(ρ1, p1)
p2 6= p1
(2.88)
folgt, wird fu¨r diese Fa¨lle eine Iteration auf den (ρ, e)-Zustandsfla¨chen durchgefu¨hrt. Als
Startwerte fu¨r diese Iterationen dienen zusa¨tzliche Fla¨chen der Form
e = e(ρk, Tl), e = e(ρm, pn), ρ = ρ(hp, sq), e = e(hp, sq) .
Dieses Vorgehen minimiert zwar den Speicheraufwand, fu¨hrt aber aufgrund der zusa¨tz-
lichen Iterationen zu einem ho¨heren Rechenaufwand. Die Abbildungen 2.10 und 2.11
zeigen beispielhaft die Zustandsfla¨chen fu¨r Temperatur, Druck, Wa¨rmeleitfa¨higkeit und
Massenanteil von Stickstoffmonoxid als Funktion von Dichte und innerer Energie. Der
Dichtebereich von 0,0001 bis 4000 kg/m3 ist mit 1200, der Energiebereich mit 600 Punk-
ten diskretisiert. Minimale und maximale Energie sind so gewa¨hlt, daß fu¨r jede Dichte
ein Temperaturbereich von 50 bis 30000K abgedeckt wird. Dargestellt ist jede zehnte
Stu¨tzstelle.
Fu¨r den Bereich hoher Dichte bei niedriger Temperatur ist die gemachten Voraussetzung
schwacher Wechselwirkung der Teilchen untereinander nicht mehr erfu¨llt. Die Wahl des
Wertebereichs erfolgt aufgrund der numerischen Konsistenz. Er ist nicht physikalisch und
fu¨r die betrachteten Stro¨mungsfelder nicht relevant.





























































Abbildung 2.10: Interpolationsfla¨chen der Temperatur und des Drucks als Funktion der
Dichte und der inneren Energie.





























































Abbildung 2.11: Interpolationsfla¨chen der spezifischen Wa¨rmekapazita¨t und des Mas-
senanteils von Stickstoffmonoxid (NO) als Funktion der Dichte und der inneren Energie.

3 Numerisches Verfahren
Das verwendete und im folgenden beschriebene numerische Verfahren basiert auf dem seit
mehreren Jahren im Deutschen Zentrum fu¨r Luft- und Raumfahrt e.V. entwickelten TAU-
Code [9, 46]. Dabei handelt es sich um ein dreidimensionales Finite-Volumen Verfahren zur
Lo¨sung der Euler- bzw. der Reynolds-gemittelten Navier-Stokes Gleichungen1 (RANS) auf
strukturierten, unstrukturierten und hybriden Netzen. Das Verfahren ist sowohl fu¨r Unter-
und Transschall- [14] als auch U¨ber- und Hyperschallstro¨mungen [29, 28, 43] validiert.
3.1 Grundgleichungen
Bei der Mittelung nach Reynolds wird jede physikalische Gro¨ße φ in einen Mittelwert φ¯
und eine Fluktuation φ′ zerlegt
φ(x, t) = φ¯(x, t) + φ′(x, t) (3.1)
mit dem Ensemblemittelwert






φ(i)(x, t) . (3.2)
N entspricht der Anzahl der Messungen und φ(i) der i-ten Messung der physikalischen
Gro¨ße φ. Diese im Gegensatz zur zeitlichen oder ra¨umlichen Mittelung allgemeinere Art
der Mittelwertbildung ermo¨glicht auch die Betrachtung instationa¨rer Vorga¨nge.
Betrachtet man kompressible Stro¨mungen, ergeben sich zahlreiche Vereinfachungen durch
die Einfu¨hrung massengemittelter Gro¨ßen der Form
φ(x, t) = φ˜(x, t) + φ′′(x, t) (3.3)





Druck p und Dichte ρ brauchen nicht massengemittelt zu werden. Fu¨r inkompressible
Stro¨mungen sind Reynolds- und Favre-Mittelung identisch.
1Unter Navier-Stokes Gleichungen wird hier das Gleichungssystem aus den Erhaltungsgleichungen fu¨r
Masse, Impuls und Energie verstanden.
31
32 3 Numerisches Verfahren
Betrachtet man ein beliebiges zeitunabha¨ngiges Kontrollvolumen V ⊂ IR3 mit der Be-
randung Ω = ∂V ergibt sich die Integralform der Navier-Stokes Gleichungen unter Ver-





w˜ dV = −
∫∫
Ω
F˜ · n dΩ . (3.5)
n bezeichnet den nach außen gerichteten Normalenvektor der Berandung und w˜ den Vek-
tor der gemittelten Erhaltungsgro¨ßen bestehend aus den Partialdichten ρ¯s, dem Impuls










E˜ bezeichnet die auf das Volumen bezogene Gesamtenergie als Summe aus innerer und





Der Flußdichtetensor F˜ ergibt sich als Summe der dyadischen Produkte der Flußdichte-


































i τik + κ
∂T˜
∂xk








Sc kennzeichnet die Schmidtzahl, H˜ die Totalenthalpie der Stro¨mung mit





Die Schub- und Normalspannungen τ˜ ha¨ngen von der ra¨umlichen A¨nderung der Geschwin-
digkeitskomponenten, und gema¨ß des Stokesschen Ansatzes von der dynamischen Visko-
sita¨t µ ab. Fu¨r die hier betrachteten Newtonschen Fluide ergeben sich die Komponenten
des Cauchyschen Spannungstensors T˜ wie folgt:
τ˜ik = 2µS˜ik . (3.14)
















Ausgehend von der Wirbelviskosita¨tshypothese, der Analogie zwischen molekularen und
turbulenten Transportprozessen, fu¨hrt der Ansatz von Boussinesq fu¨r den Reynoldsschen
Spannungstensor R˜ mit























Die Proportionalita¨tskonstante µt wird als turbulente Viskosita¨t interpretiert, die im Ge-
gensatz zur laminaren Viskosita¨t µ keine Stoffgro¨ße, sondern eine stro¨mungsmechanische
Feldgro¨ße beschreibt. Der im Vergleich zu Gleichung (3.14) zusa¨tzlich auftretende Term





k˜ bezeichnet die turbulente kinetische Energie, einen zusa¨tzliche Anteil an kinetischer















|u˜|2 + k˜ . (3.20)
Der turbulente Druck kann mit dem mittleren Druck p¯ zu einem effektiven Druck p¯eff
zusammengefaßt werden
p¯eff = p¯+ p¯t . (3.21)
Damit ergibt sich die effektive Totalenthalpie H˜eff
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Analog zum Druck ergeben laminare und Wirbelviskosita¨t eine effektive Viskosita¨t
µeff = µ+ µt . (3.23)
Außer fu¨r die Reynoldsspannungen beno¨tigt man eine weitere Schließungsannahme fu¨r die
turbulenten Flu¨sse in der Energiegleichung, die aufgrund der Schwankung der Totalent-
halpie und der Geschwindigkeit hervorgehen. Man kann diesen Term wie folgt schreiben:


























modelliert wird. Die turbulenten Wa¨rmeleitfa¨higkeit κt ergibt sich mit Hilfe der turbulente





Laminare und turbulente Wa¨rmeleitfa¨higkeit ko¨nnen wiederum zu einer effektiven Gro¨ße
zusammengefaßt werden
κeff = κ+ κt . (3.27)
Die letzte Term in Gleichung (3.24) beschreibt den Transport kinetischer Turbulenzener-
gie. Er wird mit dem Term aus Gleichung (3.12), der die Diffusion der Turbulenzenergie





















Fu¨r ideale Gase ergibt sich der Druck p¯ aus der Zustandsgleichung
p¯ = (γ − 1)ρ¯e˜ , (3.29)


















Fu¨r Gase im thermochemischen Gleichgewicht wurde die Berechnung dieser Gro¨ßen als
Funktion zweier Zustandsvariablen in Kapitel 2 abgeleitet.
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Mit den gemachten Annahmen fu¨r die Reynoldsspannungen und die turbulenten Flu¨sse







































Zur Bestimmung der Schub- und Normalspannungen ist in Gleichung (3.14) der Effektiv-








Setzt man in den Gleichungen (3.32) und (3.33) die turbulenten Gro¨ßen zu Null, erha¨lt
man die Flußdichtevektoren fu¨r laminare Stro¨mungen. Diese Gleichungen zusammen mit
Gleichung (3.5) und (3.10) stellen also eine allgemeine Schreibweise der Navier-Stokes
Gleichungen dar.
3.2 Turbulenzmodellierung
Die Modellierung der turbulente Viskosita¨t folgt dem Ansatz von Spalart und Allmaras [48]
in der Version von Edwards und Chandra [12]. Das Modell geho¨rt zur Klasse der Wirbelvis-
kosita¨tsmodelle. Das 1-Gleichungsmodell bietet gegenu¨ber anderen Modellen einen guten
Kompromiß zwischen Rechengeschwindigkeit, Genauigkeit und Stabilita¨t. Bei der For-
mulierung der Transportgleichung fu¨r die Wirbelviskosita¨t wird von einer vera¨nderlichen
Dichte ausgegangen. Der Anteil des Reynoldsschen Spannungstensors, der die turbulente
kinetische Energie entha¨lt, bleibt unberu¨cksichtigt. Die turbulente dynamische Viskosita¨t
wird mit Hilfe einer modifizierten kinematischen Viskosita¨t ν∗ und einer Funktion fv1, die
lineares Verhalten von ν∗ im wandnahen Bereich garantiert, modelliert









Die Transportgleichung fu¨r die Wirbelviskosita¨t lautet:
∂ν∗
∂t







{∇ [(ν + ν∗)∇ν∗] + cb2 (∇ν∗)2} (3.37)
Pha¨nomenologisch betrachtet stellen der erste und zweite Term auf der rechten Seite der
Transportgleichung Produktion und Destruktion der kinematischen Wirbelviskosita¨t da,
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wa¨hrend der dritte Term deren Diffusion beschreibt. Die Produktion von Wirbelviskosita¨t

















g = r + cw2
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Der wesentliche Unterschied dieser Formulierung im Gegensatz zum Originalmodell besteht
in der Bestimmung der Proportionalita¨tskonstante S∗ und des Verhaltens in Wandna¨he.
In der Originalformulierung von Spalart und Allmaras ergeben sich









Die verwendeten Konstanten sind in beiden Versionen gleich
κ = 0, 41
cb1 = 0, 1355









cw2 = 0, 3
cw3 = 2, 0
cv1 = 7, 1 .
(3.44)
Neben dem hier vorgestellten Turbulenzmodell sind im TAU Code eine ganze Reihe wei-
terer 1- und 2-Gleichungsmodelle sowie Reynoldsspannungsmodelle und Modelle fu¨r LES
(Large Eddy Simulation) und DES (Detached Eddy Simulation) implementiert, die jedoch
in der vorliegenden Arbeit keine Verwendung finden.
3.3 Ra¨umliche und zeitliche Diskretisierung 37
3.3 Ra¨umliche und zeitliche Diskretisierung
Unter der Voraussetzung zeitlich und ra¨umlich konstanter Kontrollvolumina ergibt sich
aus Gleichung (3.5), unter Verzicht auf die Kennzeichnung der Mittelwerte, die zeitliche
A¨nderung der Stro¨mungsgro¨ßen eines Kontrollvolumens aus dem auf sein Volumen V










F · n dΩ . (3.46)
3.3.1 Ra¨umliche Diskretisierung
Die Stro¨mungsvariablen werden auf den Knoten des prima¨ren Netzes gespeichert. Das
duale Netz, welches die Zellschwerpunkte mit den Mittelpunkten der Prima¨rnetzkanten
verbindet, bildet die Kontrollvolumina. Abbildung 3.3.1 zeigt beispielhaft das prima¨re
und das duale Rechennetz. Besteht das Kontrollvolumen aus N Facetten ergibt sich der





3.3.2 Diskretisierung der konvektiven Flu¨sse
Zur Berechnung der konvektiven Flu¨sse u¨ber eine Facette des Kontrollvolumens mit Nor-
malenvektor n wird ein Riemannproblem approximativ gelo¨st. Der normale Fluß ergibt
sich aus den Stro¨mungsgro¨ßen beiderseits der Fla¨che, wobei der Index l Variablen links,




(Fi,l + Fi,r) · ni − 1
2








Abbildung 3.1: Prinzipielle Darstellung des prima¨ren und dualen Rechennetzes.
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|A| ist die Determinante der Jacobimatrix.
Im TAU Code sind fu¨r dieUpwindDiskretisierung verschiedene approximative Riemannlo¨ser
verfu¨gbar. Neben den Verfahren von Van Leer [25] und Roe [44] stehen das EFM (Equilibri-
um Flux Method) [37], MAPS+ (Mach number based Advection Pressure Splitting) [45] und
verschiedene AUSM (Advective Upstream Splitting Method) Schemata [26] zu Verfu¨gung.
In der vorliegenden Arbeit findet ausschließlich der von Wada und Liou [56] entwickel-
te AUSMDV Lo¨ser Anwendung. Der Vektor der Stro¨mungsgeschwindigkeit wird dabei in
einen normalen und einen parallenen Anteil zur jeweilig betrachteten Facette aufgespalten
u = u⊥ + u‖ . (3.49)
Der normale Anteil ergibt sich mit Hilfe des Einheitsnormalenvektors en der betrachteten
Facette
u⊥ = (u · en) en . (3.50)
Zur Vereinfachung der Schreibweise wird in Anlehnung an die Notation von Wada und
Liou der Anteil u · en nachstehend als u bezeichnet Der konvektive Fluß pro Fla¨che A





































bezeichnet gemittelte Zusta¨nde auf der Zellgrenze. A¨hnlich der Aufspaltung
von Van Leer ergibt sich
(ρu) 1
2
= u+l ρl + u
−
r ρr und p 1
2
= p+l + p
−
r . (3.53)
Die aufgespaltenen Dru¨cke und Geschwindigkeiten sind mit einer gemeinsamen Schallge-
schwindigkeit al,r = max(al, ar) wie folgt definiert:
p+l =












−al,r ≤ ul ≤ al,r
0 ul ≤ −al,r
p−r =












−al,r ≤ ur ≤ al,r
pr ur ≤ −al,r
(3.54)
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u+l =













−al,r ≤ ur ≤ 0
0 ur ≤ −al,r
u−r =












+ ur −al,r ≤ ur ≤ 0






































Das AUSMDV Schema ist eine Kombination, welche die Vorteile des AUSMD mit denen
des AUSMV kombiniert. Wa¨hrend das erste zur Klasse der FDS (Flux Difference Splitting)
Verfahren geho¨rt, folgt das zweite dem FVS (Flux Vector Splitting) Ansatz. Die Verfahren






= u+l (ρu)l + u
−
r (ρu)r (3.57)

















≤ 0 . (3.58)





































Das AUSMDV Schema produziert beim Schalldurchgang innerhalb eines Expansionsfa¨chers
einen unphysikalischen Sprung in den Sto¨mungsgro¨ßen. Um dies zu vermeiden, wird eine
als entropy fix bezeichnete Sonderbehandlung eingefu¨hrt. Liegt eine Expansionswelle vor,
ist also (u − a)l < 0 und (u − a)r > 0 oder (u + a)l < 0 und (u + a)r > 0, wird der Fluß
Q wie folgt korrigiert:
Qentropy fix = Q− A
8
∆λ (ρrΨr − ρlΨl) (3.61)
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mit
∆λ = (u− a)r − (u− a)l bzw. ∆λ = (u+ a)r − (u+ a)l . (3.62)
Eine zweite Sonderbehandlung betrifft das sogenannte carbuncle-Pha¨nomen [38], das ei-
ne Vielzahl unphysikalischer Lo¨sungen hauptsa¨chlich in Verbindung mit starken Verdich-
tungssto¨ßen bezeichnet. Seine Ursache wird in den unphysikalischen Zwischenzusta¨nden
vermutet, mit denen jedes Verfahren den Stoß auflo¨st. Der Vorschlag von Quirk [38], in
Stoßna¨he einen dissipativeren und somit stabileren Riemannlo¨ser zu verwenden wurde von
Wada und Liou dahingehend modifiziert, dieses Vorgehen nur auf die Flußbilanzen der Zwi-
schenzusta¨nde anzuwenden. Diese Behandlung des Stoßes wird in der Literatur auch als
shock fix bezeichnet. Als dissipativeres Verfahren wurde die Aufspaltung der Flußvektoren
von Ha¨nel und Schwane [19] implementiert.
QHa¨nel = ρlu
+
l Ψl + ρru
−
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Upwind-Verfahren sind Verfahren mit erster Ordnung Genauigkeit, d.h. ihre Lo¨sungen sind
u¨ber das Kontrollvolumen konstante Stro¨mungsgro¨ßen. Zweite Ordnung Genauigkeit, also
stu¨ckweise lineares Verhalten, kann mit Hilfe der Gradienten der primitiven Stro¨mungs-
gro¨ßen (ρs, ρ, u, v, w, p) konstruiert werden. Fu¨r die Stro¨mungsgro¨ße φ ergibt sich
Φr = Φr +
1
2
L∇Φr (xl − xr) (3.66)
Φl = Φl +
1
2
L∇Φl (xr − xl) . (3.67)
Um Oszillationen des Gradienten an Diskontinuita¨ten zu vermeiden wird eine Limitie-
rungsfunktion L eingefu¨hrt. Fu¨r die im Rahmen der vorliegenden Arbeit durchgefu¨hrten
Simulationen wurde vorwiegend die Limitierung von Barth und Jespersen [2] und der
minmod-Limiter verwendet.
3.3.3 Diskretisierung der dissipativen Flu¨sse
Die fu¨r die Berechnung der dissipativen Flu¨sse beno¨tigten Gradienten, ergeben sich aus




[(∇Φ)l + (∇Φ)r] . (3.68)
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3.3.4 Zeitintegration




+Ri = 0 . (3.69)





Der TAU Code kann sowohl stationa¨re als auch instationa¨re Stro¨mungen simulieren. Fu¨r
die zeitgenaue Berechnung steht neben einem globalen auch ein duales Zeitschrittverfah-
ren zur Verfu¨gung. In beiden Fa¨llen kann die Zeitintegration mittels eines von Jameson
et al. [24] beschriebenen, expliziten Runge-Kutta Verfahrens mit konstanter Schrittweite




















wni beschreibt die Lo¨sung im Kontrollvolumen Vi zur Zeit t
n.
Bei der Verwendung eines globalen Zeitschritts ist das Verfahren nur mit zwei Schritten
und den Koeffizienten
α1 = 0, 5 und α2 = 1, 0 (3.72)





Beim dualen Zeitschrittverfahren wird das Zeitintervall [0, t] in N Subintervalle der Form
0 < t1 < . . . < tN−1 < t unterteilt. Eine Ru¨ckwa¨rtsdifferenz zweiter Ordnung fu¨r die









wn−1i = −Rn+1i . (3.74)
Sind alle Zusta¨nde bis zum Zeitpunkt tn bekannt, ergibt sich der Zustand zum Zeitpunkt
n+ 1 als stationa¨re Lo¨sung der Gleichung
dwn+1i
dtdual
+Rduali = 0 . (3.75)
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Das Problem kann mittels eines 3-Schritt Runge-Kutta Verfahrens und den Koeffizienten
α1 = 0, 15 , α2 = 0, 5 , α3 = 1, 0 (3.77)
gelo¨st werden.
Alternativ steht zur Lo¨sung des Gleichungssystems (3.75) ein von Dwight [11] implemen-
tiertes implizites Verfahren zur Verfu¨gung, indem ein vereinfachtes, linearisiertes Glei-
chungssystem mit Hilfe eines symmetrischen Gauß-Seidel (SGS) Verfahrens gelo¨st wird.
Fu¨r die Simulation stationa¨rer Stro¨mungen folgt aus der Bedingung dw
dt
= 0
Ri = 0 . (3.78)
Durch Einfu¨hren einer fiktiven Zeit kann eines der oben genannten Integrationsverfah-
ren angewendet werden. Beim lokalen Zeitschrittverfahren wird der fiktive Zeitschritt so
gewa¨hlt, daß er fu¨r jedes Kontrollvolumen das mo¨gliche Maximum annimmt. Dieses Vorge-
hen beschleunigt die Konvergenz zum stationa¨ren Zustand ist aber nicht zeitgenau. Diese
Beschleunigunstechnik wird auch bei der Berechnung der quasi-stationa¨ren Zusta¨nde des
dualen Zeitschrittverfahrens angewendet.
3.4 Randbedingungen
Die Ra¨nder des Rechengebiets werden gesondert behandelt. Je nach Art der Begrenzung
mu¨ssen bestimmte Bedingungen, sogenannte Randbedingungen, erfu¨llt sein. Fu¨r die in der
vorliegenden Arbeit dargestellten numerischen Simulationen wurden folgende Randbedin-
gungen verwendet.
3.4.1 Reibungsfreie Wandrandbedingungen
Fu¨r feste Wa¨nde werden zwei Arten von Randbedingungen unterschieden, die reibungs-
freie und die reibungsbehaftete Wand. Beide Typen werden nicht durchstro¨mt, d. h. die
Normalkomponente der Geschwindigkeit muß verschwinden∑
k
uknk = 0 . (3.79)
nk beschreibt die Komponenten des Normalenvektors der betrachteten Wandzelle. Fu¨r die
reibungsfreie Wand verschwinden außerdem die viskosen Flu¨sse
F dissk = 0 . (3.80)







Fu¨r die reibungsbehaftete Wa¨nde gilt zusa¨tzlich, daß neben der Normalkomponente auf-
grund der Haftbedingung auch die Tangentialkomponenten der Geschwindigkeit verschwin-
den
u|Rand = 0 . (3.82)
Zusa¨tzlich wird fu¨r die isothermer Wandrandbedingung die Wandtemperatur Tw gesetzt
T |Rand = Tw , (3.83)











= 0 . (3.84)
Wa¨hrend es sich bei der Randbehandlung fu¨r die reibungsfreie Wand um eine reine Fluß-
randbedingung handelt, ist die Randbedingung fu¨r reibungsbehaftete Wa¨nde eine Kombi-
nation aus Fluß- und Setzrandbedingung.
3.4.3 Ein- und Austro¨mrandbedingung
Die in dieser Arbeit simulierten Konfigurationen enthalten ausschließlich supersonische
Ein- bzw. Ausstro¨mra¨nder. Da sich bei U¨berschallgeschwindigkeit keine Information ent-
gegen der Sto¨mungsrichtung ausbreiten kann, werden die Werte auf dem Einstro¨mrand
gesetzt. Bezeichnet w∞ die Stro¨mungsgro¨ßen der Anstro¨mung ergibt sich fu¨r die Randfa-
cetten am Einstro¨mrand
w|Rand = w∞ . (3.85)
Fu¨r den U¨berschallausstro¨mrand werden die Werte auf die Randfacetten extrapoliert
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Abbildung 3.2: Grenzschicht hinter einem sich mit konstanter Geschwindigkeit in ru-
hendes Gas ausbreitenden Verdichtungsstoß.
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3.4.4 Einstro¨mrandbedingung fu¨r Stoßrohrstro¨mung
Fu¨r die, in Kapitel 5 diskutierten Ergebnisse der Simulation der Stroßrohrstro¨mung im
Hochenthalpiekanal Go¨ttingen wurde eine spezielle Randbedingung implementiert. In ei-
nem Stoßwellenrohr breiten sich nach dem Bersten der Membran Kompressions- und Ex-
pansionswellen aus, die im Gas eine Geschwindigkeit induzieren. An einem festen Wand-
punkt wa¨chst die Grenzschicht nach passieren dieser Wellen mit der Zeit bzw. mit dem
Abstand zur Welle an. Mit dem Bersten der Membran wird auch die Mediengrenze zwi-
schen Treib- und Testgas in Bewegung gesetzt. Das Treibgas la¨uft u¨ber die Grenzschicht
des Testgases. Unterschiedliche Gaseigenschaften sowie Zustandsgro¨ßen beider Gase be-
einflussen dabei das Grenzschichtprofil. Um also den gesamten Vorgang geschlossen zu
simulieren, wa¨re es notwendig, den Prozess des Membranberstens und somit das kom-
plette Stoß- und Kompressionsrohr zu simulieren. Dies ist in Anbetracht des enormen
Rechenaufwandes nicht mo¨glich. Im dargestellten Fall wurde nur ein Teil des HEG Stoß-
rohres im Bereich der Endwand simuliert. Dazu wurde eine Randbedingung formuliert,
die das Anwachsen der Grenzschicht am Einstro¨mrand beru¨cksichtigt. Bei der Randbe-
dingung handelt es sich um eine Setzrandbedingung analog zu Gleichung (3.85), bei der
die konservativen Variablen auf dem u¨berwiegend supersonischen Einstro¨mrand gesetzt
werden.
Die Beschreibung der Grenzschicht beruht auf den Arbeiten von Mirels. Mirels [34] be-
schreibt das turbulente Geschwindigkeitsprofil hinter einer sich mit konstanter Geschwin-
digkeit ausbreitenden Stoßwelle. Abbildung 3.4.4 zeigt schematisch das Sto¨mungsfeld.
us bezeichnet die Stoßgeschwindigkeit, der Index e Gro¨ßen am Rand der Grenzschicht.
Stro¨mungsgro¨ßen nach Kompression durch die Stoßwelle werden mit Index 2, Sto¨mungs-
gro¨ßen des ruhenden Gases stromauf des Verdichtungsstoßes mit Index 1 bezeichnet. Nach
Mirels ergibt sich die Grenzschichtdicke δ als




















us − u2,e . (3.88)
Die Gro¨ßen am Grenzschichtrand ergeben sich aus der Rankine-Hugoniot Gleichung fu¨r




und x′l [ft] = 3, 28084 xl [m] . (3.89)
Die Grenzschichtdicke δ ist bei konstanten Stro¨mungsbedingungen nur von der Entfernung
xl zum Stoß und u¨ber
xl = us t (3.90)






ergibt sich das turbulente Geschwindigkeitsprofil fu¨r die x-Komponente der Geschwindig-





7 ζ < 1
u2,e sonst .
(3.92)
y- und z-Komponente werden vernachla¨ssigt
v2(ζ) = w2(ζ) = 0 . (3.93)




1 + b ζ
1







hw bezeichnet die Wandenthalpie, die als konstant angenommen wird. Bei konstanter
Wandtemperatur Tw gilt
hw = h1 . (3.95)
Mit der Recovery-Enthalpie
hr = h2,e +
r
2
(u∗ − 1)2 (3.96)




− 1 und c = hr − h2,e
hw
. (3.97)
Die Energie ergibt sich gema¨ß Gleichung (3.8)





Die innere Energie e2 stromab der Stoßwelle ist eine Funktion des Drucks p2 und der Dichte
ρ2(ζ), die wiederum eine Funktion der Grenzschichtdicke ist. Ihre Berechnung erfolgt mit
Hilfe des in Kapitel 2 vorgestelten Verfahrens. Fu¨r die Randbedingung ergibt sich somit
der Vektor der konservativen Variablen wie folgt:
w|Rand = w2 . (3.99)
Der Stoßwelle folgt in einem gewissen Abstand tk die Trennfla¨che zwischen Treib- und
Testgas. Druck und Geschwindigkeit werden u¨ber diese Kontaktfla¨che als konstant an-
genommen. Fu¨r das Geschwindigkeitsprofil gilt weiterhin der Zusammenhang (3.92). Die
Berechnung der Dichte- und Energieprofile erfolgt dann mit den Zustandgro¨ßen des Treib-




w2 t < tk
w3 t ≥ tk
. (3.100)
Auf die Bestimmung des Treibgaszustandes und den Zeitpunkt des Erreichen des Ein-
stro¨mrandes wird in Kapitel 5 na¨her eingegangen.
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3.4.5 Symmetrierandbedingung
Fu¨r die Behandlung der Symmetriera¨nder des Rechengebietes wird der Zustand der Zelle
vor dem Rand in eine fiktive Zelle gleicher Geometrie auf der entgegengesetzten Seite des
Randes gespiegelt. Eine Flußberechnung in Symmetrierichtung bzw. in Umfangsrichtung
bei achsensymmetrische Rechnungen ist nicht no¨tig. Eine detailierter Beschreibung der
Behandlung achsensymmetrischer Ra¨nder findet sich bei Reimann et al. [43].
3.5 Netzadaption
Das vorgestellte numerische Verfahren kann Sto¨mungsfelder auf strukturierten, unstruk-
turierten und hybriden Netzen simulieren. Als strukturiert werden hier solche Netze be-
zeichnet, die aus prismatischen Zellen aufgebaut sind. Die Grundfla¨che kann sowohl vier-
als auch dreieckig sein. Unstrukturierte Netze sind im wesentlichen aus Tetraedern aufge-
baut. Die Kombination beider fu¨hrt zu hybriden Netzen die, bei Verwendung viereckiger
Prismen, zusa¨tzlich Pyramiden als U¨bergangselemente zwischen beiden Typen beinhalten
ko¨nnen. Der Vorteil in der Kombination beider Netztypen liegt in der einfachen Vernet-
zung komplexer Geometrien mittels Tetraedern, bzw. in der guten Auflo¨sung wandnaher
viskoser Schichten mit prismatischen Zellen. In der vorliegenden Arbeit wurden ausschließ-
lich zweidimensionale bzw. axialsymmetrische Fa¨lle studiert. Dabei reicht es aus, unter
Ausnutzung der Symmetrie und einer entsprechenden Randbedingung, eine Ebene des
Feldes zu Vernetzen. Die Vorteile beider Netztypen und ihrer Kombination bleiben un-
eingeschra¨nkt erhalten. Lediglich die Elemente des prima¨ren Rechennetzen a¨ndern sich.
In zwei Dimensionen ergeben sich Drei- und Vierecke statt Tetra- und Hexaedern. Die
folgenden Ausfu¨hrungen beschra¨nken sich auf zweidimensionale Rechennetze.
Zur besseren Auflo¨sung stro¨mungsmechanischer Pha¨nomene erlaubt das Netzadaptionsmo-
dul eine lokale Verfeinerung des prima¨ren Rechennetzes. Dabei werden im Ausgangsnetz
durch Kantenteilung neue Punkte gebildet. Fu¨r die Auswahl der zu verfeinernden Kanten
stehen ein differenzen- und ein gradientenbasierter Indikator zur Auswahl. Als Indikator
kann jede beliebige Variable des Stro¨mungsfeldes gewa¨hlt werden. Abbildung 3.5 zeigt die
Verfeinerung dreieckiger Elemente. Dreiecke mit einer markierten Kante werden in zwei
Dreiecke geteilt, ist mehr als eine Kante markiert, erfolgt die Teilung in vier Dreiecke.
Abbildung 3.3: Verfeinerung eines dreieckigen Elements mit einer (rechts) und mehr als
einer markierten Kante (links).
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Abbildung 3.4: Beispielhafte Verfeinerung eines hybriden Rechennetzes. Links ist das
Ausgangsnetz, in der Mitte und rechts das Netz nach der ersten und zweiten Adaption.
Fu¨r Vierecke ist nur die Teilung der Kanten senkrecht zur Schichtrichtung erlaubt, eine
Verfeinerung der parallelen Kanten ist nicht mo¨glich, d. h. die Anzahl der Schichten im
strukturierten Teil des Netzes bleibt unvera¨ndert. Die Adaption erfolgt ebenfalls durch
Halbierung der Seitenkanten der Elemente. Punkte, die nicht gleichzeitig Eckpunkte al-
ler angrenzenden Elemente sind, werden als ha¨ngende Knoten bezeichnet und sind nicht
erlaubt. Das hat zur Folge, daß die Markierung einer an der Grenze zur strukturierten
Schicht liegenden Kante die Teilung des gesamten Stapels nach sich zieht. Im Gegensatz
zu den Punkten des Ausgangsnetzes ko¨nnen durch Adaption hinzugefu¨gte Punkte wieder
entfernt werden. Die Netzzellen werden durch wiederholte Adaption solange geteilt bis
eine vorgegebene minimale Kantenla¨nge oder die maximale Punktanzahl im Netz erreicht
ist. Nach der Adaption werden die stro¨mungsmechanischen Feldgro¨ßen auf das neue Re-
chennetz interpoliert. Abbildung 3.4 zeigt beispielhaft die zweifache Netzverfeinerung eines
hybriden Rechennetzes.
3.6 Parallelisierung
Der komplette TAU Code ist parallelisiert [1]. Durch die Aufteilung des Rechengebie-
tes in mehrere Teilgebiete ko¨nnen diese auf verschiedenen Rechenmaschinen oder Knoten
eines Rechenclusters bearbeitet werden. Es kann entweder das duale oder das prima¨re
Netz partitioniert werden. Die Prima¨rnetzpartitionierung bietet den Vorzug, daß auch die
Berechnung der dualen Netze sowie die Adaption parallel erfolgen kann. Die Kommuni-
kation zwischen den einzelnen Teilnetzen erfolgt via MPI (Message Passing Interface).
In der vorliegenden Arbeit wurde, dem damaligen Entwicklungsstand entsprechend, die
Dualnetzpartitionierung mit sequentieller Adaption verwendet.

4 Validierung
Fu¨r die Validierung der implementierten Modellierung wird eine Reihe von stationa¨ren
und instationa¨ren Simulationen durchgefu¨hrt. Dabei werden die Ergebnisse mit Lo¨sungen
anderer, bereits validierter Verfahren verglichen, oder sie werden experimentellen oder,
falls mo¨glich, analytischen Lo¨sungen gegenu¨bergestellt.
4.1 Gleichgewichtsmodellierung
Eine Validierung der implementierten Gleichgewichtsmodellierung erfolgt anhand eines
Vergleiches von Ergebnissen, die mit einem etablierten numerischen Stro¨mungslo¨ser gewon-
nen wurden. Bei diesem Verfahren handelt es sich um den ebenfalls im Deutschen Zentrum
fu¨r Luft- und Raumfahrt entwickelten CEVCATS-N Code. Eine detaillierte Beschreibung
des Verfahrens findet sich bei Bru¨ck [5] und Radespiel et al. [40]. Die verwendete Gleich-
gewichtsmodellierung basiert auf den Arbeiten von Brenner et al. [4]. Fu¨r den Vergleich
wurde jeweils die Umstro¨mung eines Zylinders und einer Kugel mit einem Radius von R
= 45mm und einer Anstro¨mmachzahl von Ma∞ = 12 simuliert. Die Simulationen wurden
Abbildung 4.1: Rechennetze fu¨r Zylinder- (links) und Kugelumstro¨mung (rechts).
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Tabelle 4.1: Testfalldefinition fu¨r Zylinder- und Kugelumstro¨mung.
Ma∞ T∞ [K] ρ∞ [kg/m3] yN2 yO2 R [mm] Tw [K]
12 300 0,0017 0,76 0,24 45 300
2-dimensional bzw. achsensymmetrisch auf jeweils identischen Netzen durchgefu¨hrt. Ab-
bildung 4.1 zeigt die strukturierten Netze. Beide Gitter haben eine Auflo¨sung von 81×33
Punkten und sind im Bereich der Kopfwelle verfeinert. Tabelle 4.1 entha¨lt die Anstro¨mbe-
dingungen. Die Stro¨mung wird laminar, die Oberfla¨che isotherm modelliert. Abbildung 4.2
zeigt Isolinien der Temperatur von 4200K in 200K Schritten kleiner werdend. Die Differenz
beider Lo¨sungen ist auf die unterschiedliche physikalische Modellierung der Gaseigenschaf-
ten zuru¨ckzufu¨hren. Diese Unterschiede mu¨ssen bei verschiedenen Gleichgewichtslo¨sern in
Kauf genommen werden, da sich abha¨ngig von der Anzahl der betrachteten Freiheits-
grade der Gasteilchen Variationen in den Zustandsgro¨ßen des Gemisches ergeben. Trotz
dieser Unterschiede stimmen der Stoßabstand sowie die Form der Kopfwelle gut u¨berein.
Die Abbildungen 4.3 und 4.4 zeigen den Verlauf von Temperatur und Dichte entlang der
Staustromlinie fu¨r die Zylinder- bzw. die Kugelrechnung. Fu¨r beide Werte wird im Bereich

































































Abbildung 4.2: Berechnetes Stro¨mungsfeld fu¨r Zylinder- (links) und Kugelumstro¨mung
(rechts). Dargestellt sind Isolinien der Temperatur.
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bei der Auflo¨sung der Kopfwelle sind die unterschiedlichen Riemannlo¨ser beider Verfahren
verantwortlich. Wa¨hrend in CEVCATS-N ein AUSM/Van Leer Schema implementiert ist,



















































Abbildung 4.4: Berechnete Dichte- und Temperaturverla¨ufe entlang der Staustromlinie
vor der Kugel.
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Tabelle 4.2: Testfalldefinition fu¨r die Simulation des idealen Stoßwellenrohres.
γ R/M [J/(kg K)] T [K] ρ [g/m3] u [m/s]
Hochdruckteil (Luft) 1,4 287 3000 10 0
Niederdruckteil (Luft) 1,4 287 300 1 0
Hochdruckteil (He) 1,67 2077 1000 10 0
Niederdruckteil (Luft) 1,4 287 300 1 0
4.2 Ideales Stoßwellenrohr
Ein in der Literatur weit verbreiteter Testfall ist das ideale Stoßwellenrohr nach Sod [47].
In zwei Ha¨lften eines Rohres mit konstantem Querschnitt wird das Gas so initialisiert,
daß es einen Hoch- und einen Niederdruckteil bildet. Hoch- und Niederdruckteil ko¨nnen
zudem verschiedene Gase enthalten. Nach dem Start der Simulation breitet sich im Nie-
derdruckteil des Rohres eine Stoßwelle aus, die das Testgas im Ruhezustand (1) in den
Zustand (2) hinter der Stoßwelle verdichtet. Dem Stoß folgt die Kontaktfla¨che, die den
Zustand (2) des Testgases vom Zustand (3) des Treibgases trennt. Gleichzeitig la¨uft in
den Hochdruckteil eine Expansionswelle, die das Treibgas aus dem Ruhezustand (4) u¨ber
mehrere Zwischenzusta¨nde in den Zustand (3) expandiert.
Abbildung 4.5 zeigt eine schematische Darstellung des Vorgangs. Bei dem idealen Stoßrohr
handelt es sich um ein 1-dimensionales Problem, fu¨r das eine analytische Lo¨sung existiert.
Fu¨r die numerische Simulation wird ein a¨quidistantes Netz mit 11×1001 Punkten ver-
wendet. Es wurden zwei Fa¨lle untersucht. Als Testgas wird jeweils Luft verwendet. Als
Treibgas dient im ersten Fall Luft im zweiten Helium. Tabelle 4.2 entha¨lt neben den Gas-
konstanten die Anfangsbedingung der untersuchten Fa¨lle. Beide Gase werden als kalorisch
ideal und reibungsfrei betrachtet. Fu¨r die Zeitintegration wird ein 2-Schritt Runge-Kutta
Verfahren mit globalem Zeitschritt verwendet.
Die Abbildungen 4.6 und 4.7 zeigen Dichte-, Geschwindigkeits- und Temperaturverteilun-
gen entlang der Rohrachse fu¨r beide Fa¨lle. Der Zeitpunkt betra¨gt 312,5 bzw. 218,6µs nach
Start der Simulation. Die in Klammern angegebenen Zusta¨nde entsprechen denen in Ab-
bildung 4.5. Die Zeitpunkte sind jeweils so gewa¨hlt, daß der Stoß die Position x=0,45m er-
reicht. Die Stoßgeschwindigkeit betra¨gt 1440,2 bzw. 2058,2m/s, das entspricht einer Stoß-
machzahl von 4,1 bzw. 5,8. Numerische Simulation und analytische Lo¨sung zeigen eine gute










Abbildung 4.5: Zusta¨nde im idealen Stoßwellenrohr.























































Abbildung 4.6: Berechneter Stro¨mungszustand im idealen Stoßwellenrohr mit Luft als
Treibgas. Dargestellt sind die Verla¨ufe von Dichte, Geschwindigkeit und Temperatur



















































Abbildung 4.7: Berechneter Stro¨mungszustand im idealen Stoßwellenrohr mit Helium
als Treibgas. Dargestellt sind die Verla¨ufe von Dichte, Geschwindigkeit und Temperatur
entlang der Rohrachse nach 218,6µs.








































Abbildung 4.8: Weg-Zeit Diagramm fu¨r das ideale Stoßwellenrohr. Dargestellt sind Li-
nien konstanter Dichte fu¨r den Fall des heliumgetriebenen Stoßwellenrohres.
anhand von Isochoren im Weg-Zeit Diagramm. Der dargestellte Zeitbereich umfaßt auch
die Wechselwirkung mit den Endwa¨nden des Rohres. Nachdem der Stoß von der Endwand
des Niederdruckteiles reflektiert wurde, wechselwirkt er mit der Kontaktfla¨che zwischen
Treib- und Testgas und bringt diese zum Stillstand. Bei dieser Wechselwirkung durch-
dringt ein Teil des Stoßes die Kontaktfla¨che wa¨hrend ein zweiter an ihr reflektiert wird.
Dieser reflektierte Anteil la¨uft wieder in Richtung Endwand und wird erneut reflektiert.
Die Expansionswellen reflektieren an der Endwand des Hochdruckteils.
4.3 Stoß-Grenzfla¨chen Interaktion
Die Fa¨higkeit des Verfahrens die Wechselwirkung eines Stoßes und einer Grenzfla¨che zwi-
schen verschiedenen Gasen zu simulieren, wird anhand der von Haas und Sturtevant [18]
experimentell untersuchten Interaktion eines senkrechten Verdichtungsstoßes mit einer sich
in Luft befindenden zylindrischen Helium- bzw. Difluorchlormethanblase (CHClF2) vali-
diert. Numerische Simulationen dieser Konfiguration wurden unter anderem von Quirk
und Karni [39] durchgefu¨hrt. Eine Gasblase von 50mm Durchmesser befindet sich dabei
in einem Kanal mit einer Ho¨he von 89mm und einer La¨nge von 890mm. Die mit Helium
bzw. Difluorchlormethan gefu¨llte Blase ist mit ihrer Umgebung im mechanischen und ther-
mischen Gleichgewicht, d. h. Druck und Temperatur im Inneren der Blase entsprechen der
Umgebungsluft. Zu Beginn der Simulation wird der Zustand des Gases 222,5mm stromauf
der Blase so initialisiert, daß er dem Zustand hinter einem senkrechten Verdichtungsstoß
mit einer Stoßmachzahl von Mas = 1,22 entspricht. Abbildung 4.9 zeigt schematisch den
Simulationsbereich und die Anordnung von Blase und Stoß zum Startzeitpunkt. Tabelle
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Tabelle 4.3: Testfalldefinition fu¨r die Simulation der Stoß-Blasen Wechselwirkung.
Gas γ R/M [J/(kg K)] T [K] ρ [g/m3] u [m/s]
He-Blase (28% Luft) 1,648 1578 298,0 215,473 0,0
CHClF2-Blase 1,249 91 298,0 3736,448 0,0
Luft (in Ruhe) 1,4 287 298,0 1184,727 0,0
Luft (nach Stoß) 1,4 287 339,881 1630,616 115,438
4.3 entha¨lt neben den Gaseigenschaften die Anfangswerte der Stro¨mungsgro¨ßen. Die Si-
mulation wird 2-dimensional und reibungsfrei durchgefu¨hrt, aus Symmetriegru¨nden reicht
es aus eine Ha¨lfte des Kanals zu berechnen. Der untere Rand des Rechengebietes ist dem-
nach als Symmetrierand, der obere als feste Wand modelliert. An den Ra¨nder links und
rechts sind Ein- bzw. Ausflußrandbedingungen gesetzt. Alle Gase werden als kalorisch ide-
al betrachtet. Abbildung 4.10 zeigt einen 325mm langen Ausschnitt des Rechennetzes. Im
oberen Teil ist das Hintergundnetz, im unteren Teil das anhand der Startlo¨sung voradap-
tierte Netz dargestellt. Das Hintergrundnetz hat 4786 Punkte (8982 Dreiecke) das 10-fach
voradaptierte Startnetz 16681 Punkte (32730 Dreiecke). Die minimale Kantenla¨nge, bis zu
der eine Kante geteilt wird, liegt bei 0,125mm. Die simulierte Zeit zwischen zwei Adapti-
onszyklen betra¨gt 5µs. Dieser Zeitschritt ist so gewa¨hlt, daß die Stoßwelle den verfeinerten
Bereich des Netzes nicht verla¨ßt. Nach 527µs erreicht der Stoß den a¨ußeren Rand der Bla-
se. Bis zu diesem Zeitpunkt wird die Anzahl der Punkte auf 20000 beschra¨nkt. Danach
wird, um den komplexeren Strukturen Rechnung zu tragen, die Punktzahl mit jedem Ad-
aptionsschritt um 500 bis zu einer absoluten Obergrenze von 25000 erho¨ht. Abbildung 4.11
zeigt das Fortschreiten der Adaption anhand von drei Rechennetzen zu verschiedenen Zeit-
punkten. Bezogen auf das Hintergrundnetz wurden 1127, 1227 und 2411 Adaptionszyklen
durchlaufen. Die zugeho¨rigen Lo¨sungen sind in Abbildung 4.12 (a), (e) und (i) dargestellt.
Bei der Wechselwirkung zwischen Stoß und Kontaktfla¨che wird ein Teil der Welle an der
Mediengrenze reflektiert und ein Teil in das angrenzende Medium transmittiert. Die Aus-
breitungsgeschwindigkeit beider Wellen ha¨ngt von der Schallgeschwindigkeit und somit
vom Zustand und den Eigenschaften des jeweiligen Mediums ab. Im Fall der hier unter-
suchten Wechselwirkung wirkt die Blase in Form eines Zylinders wie eine akustische Linse
auf die einlaufende Welle.










Abbildung 4.9: Rechengebiet fu¨r die Stoß-Blasen Wechselwirkung.
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mit experimentellen Ergebnissen von Haas und Sturtevant [18]. Im oberen Teil der Bilder
ist jeweils das numerisch berechnete im unteren Teil das von Haas und Sturtevant wa¨hrend
des Experiments aufgenommene Bild zu sehen. Die angegebenen Zeiten beziehen sich auf
den Zeitpunkt des ersten Kontakts zwischen Stoß und Blase. Die gestrichelte Linie zeigt
die Form und Position der urspru¨nglichen Blase.
Abbildung 4.12 (a) zeigt den an der Kontaktfla¨che reflektierten und den in die Blase
transmittierten Anteil des Stoßes. Aufgrund der ho¨heren Schallgeschwindigkeit des Heli-
ums breitet sich die Welle innerhalb der Blase schneller aus. Die Kontaktfla¨che wird durch
den Stoß beschleunigt. Abbildung 4.12 (b) bis (d) zeigen wie die transmittierte Stoßwelle
das gegenu¨berliegende Ende der Heliumblase erreicht und wieder in die Umgebungsluft
eintritt. Die, an dieser Mediengrenze reflektierte Welle la¨uft stromauf und tritt in Abbil-
dung 4.12 (f) wieder durch die stromaufseitige Kontaktfla¨che. Die horizontalen Stoßwellen
in Abbildung 4.12 (g) wurden von den Kanalwa¨nden reflektiert. Außerdem zeigt die Kon-
taktfla¨che eine Instabilita¨t, die als Richtmyer-Meshkov Instabilita¨t bezeichnet wird und
bei der impulsartigen Beschleunigung von Grenzfla¨chen zwischen unterschiedlich dichten
Gasen auftritt. Abbildung 4.12 (h) bis (j) zeigen das Fortschreiten der Verformung der
Blase. Dabei bildet sich ein Strahl bestehend aus der umgebenden Luft, der in die leich-
tere Heliumblase eindringt. Erreicht dieser Strahl die gegenu¨berliegende Grenzfla¨che zur
dichteren Luft wird er unter Bildung eines Wirbelpaares seitlich abgelenkt.
Wa¨hrend der Vergleich zwischen Experiment und Numerik mit fortgeschrittener Zeit sehr
gute U¨bereinstimmung zeigt, ist diese zu Beginn weniger gut. Wie in den ersten Bildern
zu sehen ist, laufen die Vorga¨nge im Inneren der Blase zu schnell ab. Die Ausbreitungs-
geschwindigkeit des transmittierten Stoßes ist in der Simulation deutlich gro¨ßer als im
Experiment. Vergleicht man jedoch die Positionen der sich in der umgebenden Luft aus-
breitenden reflektierten und prima¨ren Stoßwelle, erha¨lt man eine sehr gute U¨bereinstim-
mung. Eine Erkla¨rung wa¨re, daß der Zustand und somit die Schallausbreitung innerhalb
der Heliumblase in der Simulation nicht der Gleiche wie im Experiment ist. Haas und
Sturtevant geben fu¨r das Gas innerhalb der Blase eine Verunreinigung mit Luft von 28%
an, was zu einer Verminderung der Schallgeschwindigkeit gegenu¨ber reinem Helium fu¨hrt.
Dieser Umstand wurde bei der Simulation beru¨cksichtigt. Vom Autor durchgefu¨hrte Si-
Abbildung 4.10: Rechennetze fu¨r die Stoß-Grenzfla¨chen Simulation. Hintergrundnetz
(oben) und voradaptiertes Startnetz (unten).
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mulationen mit einem ho¨heren Verunreinigungsgrad zeigen zwar eine Verbesserung der
U¨bereinstimmung der Stoßausbreitung innerhalb der Blase, jedoch eine deutlich schlech-
tere U¨bereinstimmung der Deformation der Kontaktfla¨che zu einen spa¨teren Zeitpunkt.
Abbildung 4.13 zeigt den Vergleich der Experimenten mit der Simulation bei einer ange-
nommenen Verunreinigung des Heliums mit 68% Luft. Eventuell spielt auch der Einfluß
der Membran, die zu Beginn des Versuchs beide Gase voneinander trennt, eine Rolle. Haas
und Sturtevant verwenden dafu¨r eine 0,5µm starke Folie aus Nitrozellulose. In Abbildung
4.14 wurde fu¨r die Ergebnisse der Simulation mit 28% Luft eine zeitliche Verzo¨gerung
beim Eintreten der Stoßwelle in die Heliumblase von 11,5µs beru¨cksichtig. Dieses Vorge-
hen fu¨hrt zu einer deutlich besseren U¨bereinstimmung mit den Experimenten. Haas und
Sturtevant machen allerdings keine Angaben u¨ber den Einfluß der Membran, so daß die
Ursache fu¨r die schlechte U¨bereinstimmung im Inneren der Blase letzlich nicht vollsta¨ndig
gekla¨rt werden konnte.
Die Ergebnisse der Simulation der zylindrischen Difluorchlormethanblase zeigt Abbildung
4.15. Wiederum zeigt der obere Teil der Einzelbilder die Ergebnisse der TAU Rechnung,
wa¨hrend im unteren Teil Ergebnisse von Haas und Sturtevant zu sehen sind. Die angege-
benen Zeiten beziehen sich wieder auf den ersten Kontakt zwischen Stoß und Blase, deren
urspru¨ngliche Position durch die gestrichelte Linie gekennzeichnet ist. Abbildung 4.15 (a)
und (b) zeigt den an der Kontaktfla¨che reflektierten und den transmittierten Stoß im Inne-
ren der Blase. Aufgrund der geringeren Schallgeschwindigkeit von Difluorchlormethan im
Vergleich zur Luft außerhalb bleibt der Stoß im Inneren der Blase gegenu¨ber der prima¨ren
Stoßwelle zuru¨ck. Die prima¨re Stoßwelle kru¨mmt sich im Nachlauf des Gaszylinders. Die re-
flektierte Welle wird wiederum von den Kanalwa¨nden reflektiert und ist in Abbildung 4.15
(c) am oberen und unteren Bildrand zu sehen. Die transmittierte Stoßwelle fokussiert in
Abbildung 4.11: Instationa¨re Netzadaption. Dargestellt sind die Rechennetze nach 1127,
1227 und 2411 Adaptionszyklen. Die zugeho¨rigen Lo¨sungen sind in Abbildung 4.12 (a),
(e) und (i) dargestellt.
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Abbildung 4.12: Ergebnisse der Simulation der Heliumblase. Vergleich von Schattenauf-
nahmen der numerischen Simulation (oben) mit experimentellen Ergebnisse von Haas und
Sturtevant [18] (unten) fu¨r eine zylindrische Heliumblase. Die Zeiten beziehen sich auf den
Zeitpunkt des ersten Kontakts des Stoßes mit der Blase. (a) 32µs, (b) 52µs, (c) 62µs, (d)
72µs, (e) 82µs, (f) 102µs, (g) 245µs, (h) 427µs, (i) 674µs und (j) 983µs. Die gestrichelte
Linie zeigt die urspru¨ngliche Position der Blase.
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Abbildung 4.13: Ergebnisse derSimulation der Heliumblase mit einer Verunreinigung von
68% Luft (oben), Schattenaufnahmen von Haas und Sturtevant [18] (unten). (a) 32µs, (b)
52µs und (h) 427µs.
Abbildung 4.14: Ergebnisse der Simulation der Heliumblase unter Beru¨cksichtigung einer
Zeitverzo¨gerung. Vergleich der numerischen Simulation der Heliumblase (oben) mit Schat-
tenaufnahmen von Haas und Sturtevant [18] (unten). (a) 32µs, (b) 52µs und (h) 427µs.
Im Gegensatz zum urspru¨nglichen Vergleich in Abbildung 4.12 wurde in den numerischen
Daten eine zeitliche Verzo¨gerung von 11,5µs beru¨cksichtigt.
Abbildung 4.15 (d) am inneren Rand der Grenzfla¨che und expandiert in Abbildung 4.15 (e)
als zylinderfo¨rmige Stoßwelle in die umgebende Luft. Abbildung 4.15 (f) zeigt diesen Stoß
hinter den im Nachlauf gebeugten A¨sten der Prima¨rwelle, die in der Symmetrieebene unter
Bildung einer Machreflexion interagieren. Durch die Fokussierung der Stoßwelle im Inneren
der Blase bildet sich in der Symmetrieebene ein stromab gerichteter Difluorchlormethan-
strahl, dessen Entwicklung die Abbildungen 4.15 (e) bis (i) zeigen. Tritt die Stoßwelle
aus dem Inneren der Blase wieder in die Umgebungsluft ein, wird an dieser Mediengrenze
wiederum ein Anteil der Welle reflektiert. Abbildung 4.15 (g) und (h) zeigt diese stromauf
laufende reflektierte Welle innerhalb und außerhalb der Gasblase. Die beschleunigte Kon-
taktfla¨che wird instabil und rollt sich auf. Nach la¨ngerer Zeit wird das in Abbildung 4.15 (i)
dargestellte Wirbelpaar beobachtet. Eine zeitliche Verzo¨gerung beim U¨bergang der Stoß-
welle zwischen beiden Gasen, a¨hnlich der heliumgefu¨llten Blase, wird nicht beobachtet.
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Abbildung 4.15: Simulation der Difluorchlormethanblase. Vergleich von Schattenauf-
nahmen der numerischen Simulation (oben) mit experimentellen Ergebnisse von Haas und
Sturtevant [18] (unten) fu¨r eine zylindrische Difluorchlormethanblaseblase. Die Zeiten be-
ziehen sich auf den Zeitpunkt des ersten Kontakts des Stoßes mit der Blase. (a) 55µs, (b)
115µs, (c) 135µs, (d) 187µs, (e) 247µs, (f) 318µs, (g) 342µs, (h) 417µs, (i) 1020µs. Die




5.1 Rechengebiet und -netz
Das Rechengebiet fu¨r die Simulation des Hochenthalpiekanals umfaßt die letzten 1,125m
des Stoßrohres sowie 0,15m des Du¨seneintritts, dadurch ist sichergestellt, daß in der Aus-
stro¨mebene U¨berschallstro¨mung vorherrscht. Eine Simulation der Du¨se ist aufgrund der
bei der Expansion auftretenden starken Nichtgleichgewichtseffekte mit dem verwendeten
Gleichgewichtsmodell nicht sinnvoll. Das Stoßrohr hat einen Durchmesser von 0,15m, was
auch der La¨nge des Heliumabscheiders entspricht. Abbildung 5.1 zeigt das unadaptier-
te hybride Rechennetz. Das Netz entha¨lt 41303 Punkte; zur Auflo¨sung der Grenzschicht
dienen 40 Hexaederschichten entlang der Wa¨nde. Der Wandabstand der ersten Zelle be-
tra¨gt an der Stoßrohrseitenwand 75 nm. Die Netzzellen werden bis zu einer minimalen
Kantenla¨nge von 0,3mm adaptiert. Um nach der Initialisierung des ungesto¨rten Testgas-
zustandes ein mo¨glichst sto¨rungsfreies Einlaufen der Stoßwelle zu garantieren, wird das
Netz am Einstro¨mrand zu Beginn der Rechnung bis zur minimalen Kantenla¨nge vorad-
aptiert. Dieses Vorgehen wird beim Einstro¨men des Treibgases wiederholt. Wa¨hrend der
Rechnung wird das Netz nach einem Zeitschritt von 50 ns adaptiert, um sicherzustellen,
daß die prima¨re Stoßwelle nicht u¨ber den verfeinerten Netzbereich hinausla¨uft. Bei jeder
Netzadaption wird eine Verschiebung von 50% der Punkte zugelassen. Dabei wird die
Anzahl der Punkte schrittweise bis auf 500000 erho¨ht. Um sowohl Stoßwellen, als auch
Kontaktunstetigkeiten mittels der lokalen Netzadaption verfolgen zu ko¨nnen, wird ein aus
Druck und Temperatur im Verha¨ltnis 0,6 zu 0,4 gewichteter differenzenbasierter Indikator
zur Detektion der zu teilenden Kanten verwendet.
5.2 Stro¨mung am Einstro¨mrand
Da nur ein Teilstu¨ck des Stoßrohres simuliert wird, ergibt sich, wie schon erla¨utert wurde,
ein zeitabha¨ngiger Einstro¨mrand. Die zeitliche Entwicklung der turbulenten Wandgrenz-
schicht wird durch eine spezielle Randbedingung auf Basis der Theorie von Mirels [34] in
Abbildung 5.1: Ausgangsnetz zur Berechnung der Stro¨mung im Hochenthalpiekanal
Go¨ttingen.
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Kapitel 3 beschrieben. Die dabei verwendete Bedingung am Grenzschichtrand wird mit
Hilfe der Rankine-Hugoniot-Gleichung fu¨r Gase im thermochemischen Gleichgewicht aus
der experimentell bestimmten Stoßgeschwingigkeit von 4700m/s und dem ungesto¨rten
Zustand des Testgases im Stoßrohr ermittelt.
Da experimentelle Daten nicht vorliegen, wird der Zustand und der Zeitpunkt des Ein-
stro¨mens des Treibgases mit Hilfe des 1-dimensionalen Simulationsverfahrens L1d be-
stimmt. Bei dem von Jacobs [22] entwickelten Verfahren handelt es sich um ein Lagran-
geverfahren zur Berechnung kompletter Anlagen. Hauptsa¨chlich wird das Verfahren bei
der Auslegung von Betriebszusta¨nden eingesetzt. Eine Berechnung der verschiedenen Be-
triebszusta¨nde des Hochenthalpiekanal Go¨ttingen wurde unter anderem von Jacobs und
Gardner [23] durchgefu¨hrt.
Abbildung 5.2 zeigt anhand von Isolinen der Temperatur im Weg-Zeit Diagramm das
Ergebnis einer vom Autor durchgefu¨hrten Berechnung der HEG Stro¨mung fu¨r Versuchs-
bedingung I. Der dargestellte Bereich deckt den Bereich des Rechengebietes der axialsym-
metrischen TAU Simulation ab. Der Ursprung des Koordinatensystems wurde so gewa¨hlt,
daß x = 0 der Position der Stoßrohrendwand und t = 0 dem Zeitpunkt der Reflexion des
Stoßes an der Endwand entspricht.
Abbildung 5.3 zeigt den mit L1d ermittelten zeitlichen Verlauf des Gaszustandes 1,125m
vor der Endwand des Stroßrohres. Diese Position entspricht dem Einstro¨mrand der axial-
symmetrischen TAU Rechnung. Zusa¨tzlich ist der zeitliche Verlauf der Einstro¨mrandbedin-
gung fu¨r die TAU Rechnung dargestellt. Die L1d Lo¨sung zeigt im Bereich der Kontaktfa¨che
eine Mischungszone, die in der TAU Simulation nicht realisiert wird. Der Zeitpunkt des
Erreichens konstanter Dichte in der L1d Rechnung bei t = 35, 5µs wird als Einstro¨mzeit-







































Abbildung 5.2: Weg-Zeit Diagramm der HEG Stro¨mung berechnet mit L1d. Dargestellt
sind Linien konstanter Temperatur.












































Abbildung 5.3: Zeitlicher Verlauf der Stro¨mungsgro¨ßen auf dem Einstro¨mrand fu¨r die
HEG Simulation. Vergleich der mit L1d berechneten Stro¨mungsgro¨ßen mit den fu¨r die
TAU Simulation vorgegebenen Werten bei x = −1, 125m





































































Abbildung 5.4: Zeitliche Entwicklung des Grenzschichtprofils am Einstro¨mrand. Darge-
stellt sind Dichte-, Geschwindigkeits- und Temperaturverla¨ufe als Funktionen des mit dem
Rohrdurchmesser normierten Wandabstandes.
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Tabelle 5.1: Einstro¨mbedingung am Grenzschichtrand fu¨r die HEG Simulation.
Gas t [µs] T [K] ρs [g/m
3] u [m/s] Tw [K]
Testgas (in Ruhe) t = −244, 5 292,0 287,64 0 292,0
Testgas (nach Stoß) −244, 5 < t < 35, 5 6123,9 2754,19 4209,15 292,0
Treibgas t ≥ 35, 5 2000,0 1375,66 4209,15 292,0
Treibgases gewa¨hlt. Der Unterschied in der Position der prima¨ren Stoßwelle ergibt sich
aufgrund der Wahl des Zeitpunkts der Stoßreflexion als Nullpunkt und der im Vergleich
zum Experiment etwas geringeren Stoßgeschwindigkeit der L1d Rechnung. Diese Differenz
fu¨hrt auch zu einer etwas niedrigeren induzierten Geschwindigkeit hinter der prima¨ren
Stoßwelle. Tabelle 5.2 faßt die ermittelten Einstro¨mbedingungen am Grenzschichtrand zu-
sammen.
Abbildung 5.4 zeigt die in der TAU Rechnung zu verschiedenen Zeitpunkten am Ein-
stro¨mrand vorgegebenen Grenzschichtprofile. Deren Berechnung nach Abschnitt 3.4.4 er-
folgt unter Verwendung der in Tabelle 5.2 gegebenen Stro¨mungsgro¨ßen am Grenzschicht-
rand.
Zu Beginn der Rechnung wird das gesamte Rechengebiet mit dem Zustand des sich in
Ruhe befindenden Testgases initialisiert. Danach werden auf dem Rand bei x=-1,125m die























Abbildung 5.5: Dimensionsloses Geschwindigkeitsprofil der Stoßrohrgrenzschicht im
HEG. Dargestellt sind die dimensionslose Geschwindigkeit u+ als Funktion des dimen-
sionslosen Wandabstandes y+. Die Daten wurden 35µs vor Stoßreflexion an verschiedenen
Positionen im Stoßrohr extrahiert. Die Stoßwelle befindet sich zu diesem Zeitpunkt ca.
0,162m vor der Endwand.
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ist beendet, sobald die von der Endwand des Rohres reflektierte Stoßwelle wieder den
Einstro¨mrand erreicht.
Entscheidend fu¨r die Qualita¨t der Simulation des Stoßbifurkationsprozesses ist die Auflo¨sung
der Stoßrohrgrenzschicht. Abbildung 5.5 zeigt die dimensionslose Geschwindigkeit u+ als















Vor der Wand wird ein y+-Wert von ungefa¨hr 6 erreicht. Ein Vergleich des Verlaufs mit
theoretischen Profilen zeigt, daß der U¨bergangsbereich zwischen viskoser Unterschicht und
der Schicht, in der ein logarithmisches Wandgesetz gilt, noch aufgelo¨st wird. Die viskose
Unterschicht wird nicht erfaßt. Auf eine weitere Verfeinerung der strukturierten Unter-
schicht und der damit verbundenen Erho¨hung des Streckungsverha¨ltnisses der Wandzellen
wird aufgrund der zu erwartenden Konvergenzprobleme verzichtet.
5.3 Konvergenz
Zur zeitlichen Integration wird das in Kapitel 3 beschriebene duale Zeitschrittverfahren in
seiner impliziten Form verwendet. Um das zeitliche Konvergenzverhalten des Verfahrens
zu untersuchen, wurde die Anzahl der inneren Zeitschritte variiert.
Abbildung 5.6 zeigt anhand von Linien konstanter Machzahl das Stro¨mungsfeld kurz nach
Stoßreflexion. Die Berechnung wurde jeweils mit 10, 30 und 60 inneren Zeitschritten durch-
gefu¨hrt. Alle Ergebnisse zeigen den von links oben ins Bild laufenden Stoß, der von der
Vorderkante des Heliumabscheiders ausgeht, sowie den abgelo¨sten Stoß vor dem Parti-
kelstopper. Die bereits reflektierte prima¨re Stoßwelle steht direkt vor der Endwand. Die
























































Abbildung 5.6: Konvergenzuntersuchung. Dargestellt ist das simulierte Stro¨mungsfeld
im Reservoir des HEG kurz nach Stoßreflexion anhand von Linien konstanter Machzahl
gerechnet mit 10, 30 und 60 inneren Zeitschritten.
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beiden Lo¨sungen deutlich gro¨ßere Sto¨rungen in Wandna¨he direkt hinter der prima¨ren
Stoßwelle. Außerdem werden nicht alle Strukturen des in den konvergenten Teil der Du¨se
eintretenden Stoßsystems aufgelo¨st. Die mit 30 und 60 inneren Zeitschritten berechneten
Lo¨sungen zeigen keine signifikanten Unterschiede.
Fu¨r die weitere Berechnungen wurden deshalb als Kompromiß zwischen Genauigkeit und
Rechenaufwand 30 innere Zeitschritte verwendet. Aufgrund des sich durch Hinzufu¨gen
und Herausnehmen von Punkten fortlaufend a¨ndernden Rechennetzes wurde eine Unter-
suchung der Netzkonvergenz der Lo¨sung nicht durchgefu¨hrt. Um eine a¨hnliche ra¨umliche
Diskretisierung mit einem strukturierten Netz zu erreichen, beno¨tigte man bei a¨quidistan-
ter Teilung ca. 7,5 Millionen Punkte.
5.4 Diskussion der Ergebnisse der TAU Simulation
Abbildung 5.7 zeigt die mit TAU simulierte Stoßrohrstro¨mung des HEG im Weg-Zeit
Diagramm. Dargestellt sind Linien konstanter Temperatur. Da nur die Werte auf der
Achse des Stoßrohres beru¨cksichtigt wurden, liegen fu¨r den Bereich des Partikelstoppers
keine Daten vor. Ein fu¨r die Wirksamkeit des Heliumabscheiders wichtiges Kriterium ist die
Position der Wechselwirkung zwischen der reflektierten Stoßwelle und der Treibgasfront.
Ein Vergleich mit der L1d Simulation in Abbildung 5.2 zeigt ein gute U¨bereinstimmung
des Wechselwirkungspunktes bei etwa 0,3m vor Ende des Stoßrohres. Wa¨hrend in der
TAU Rechnung der Zustand des Testgases aufgrund der vorgegebenen Randbedingung
zwischen Stoß und Kontaktfla¨che nahezu konstant ist, fu¨hrt die Mischungszone in der





























Abbildung 5.7:Weg-Zeit Diagramm der HEG Stro¨mung berechnet mit TAU. Dargestellt
sind Linien konstanter Temperatur entlang der Rohrachse.
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Abbildung 5.8: Einfluß der Viskosita¨t auf die Stoßrohrstro¨mung im HEG. Vergleich
zwischen reibungsbehafteter (oben) und reibungsfreier Simulation (unten)anhand rekon-
struierter Schlierenbilder.
Lo¨sung zeigt eine Beschleunigung der reflektierten Welle erst innerhalb des Treibgases.
Vor der reibungsbehafteten wurde eine reibungsfreie Simulation der HEG Stro¨mung durch-
gefu¨hrt. Abbildung 5.8 zeigt einen Vergleich der beiden Ergebnisse anhand rekonstruierter
Schlierenbilder. Dabei ist im oberen Teil jedes Bildes das reibungsbehaftete, im unte-
ren Teil das reibungsfreie Stro¨mungsfeld jeweils zu gleichen Zeiten dargestellt. Aufgrund
der fehlenden inneren Reibung und somit der Wandgrenzschicht zeigt die reibungsfreie
Stro¨mung keine Bifurkation der reflektierten Stoßwellen. Aus demselben Grund zeigt die
reibungsfreie Lo¨sung trotz a¨hnlicher ra¨umlicher Diskretisierung deutlich mehr Srukturen
wie Wirbel und Scherschichten.
Die Abbildungen 5.9 und 5.10 zeigen anhand einer Serie rekonstruierter Schlierenbilder das
berechnete Stro¨mungsfeld im Stoßrohr des HEG im Bereich von 50µs vor, bis 475µs nach
Stoßreflexion. Der zeitliche Abstand der Bilder betra¨gt 25µs. Ausschnittsvergro¨ßerungen
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Abbildung 5.9: Rekonstruierte Schlierenbilder der berechneten Stoßrohrstro¨mung im
Hochenthalpiekanal Go¨ttingen (Teil 1).
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Abbildung 5.10: Rekonstruierte Schlierenbilder der berechneten Stoßrohrstro¨mung im
Hochenthalpiekanal Go¨ttingen (Teil 2).
5.4 Diskussion der Ergebnisse der TAU Simulation 73
Abbildung 5.11: Zeitliche Entwicklung der x-Komponete der Stro¨mungsgeschwindigkeit
im Stoßrohr des Hochenthalpiekanals Go¨ttingen. Die gestrichelte Linie entspricht einem
Heliummassenanteil von 5%
fu¨r den Bereich des Heliumabscheiders finden sich im Anhang C.
Das erste Bild zeigt 50µs vor Stoßreflexion die senkrechte, einlaufende Stoßwelle. Die
Stoßwelle beschleunigt und komprimiert das Testgas. Ausgehend vom Fußpunkt auf der
Wand entwickelt sich die Wandgrenzschicht. 25µs vor Stoßreflexion ist der Stoß bereits
u¨ber die Vorderkante des Heliumabscheiders gelaufen; die prima¨re Stoßwelle ist in den Spalt
zwischen Abscheider und Stoßrohrwand eingetreten. Vor der Spitze des Abscheiders bildet
sich eine abgelo¨ste Kopfwelle, die unter mehrfacher Reflexion zwischen Stoßrohrwand und
Abscheider in den Spalt hineinla¨uft. Die damit einhergehende Druckerho¨hung fu¨hrt zu
einer Beschleunigung der prima¨ren Stoßwelle im Spalt. Zum Zeitpunkt der Stoßreflexion
bei 0µs hat sich auch vor dem Partikelstopper eine abgelo¨ste Kopfwelle entwickelt, die
mit der vom Heliumabscheider ausgehenden Welle wechselwirkt. Der auf die Rohrwand
treffende Stoß des Abscheiders fu¨hrt zu einer Ablo¨sung der Wandgrenzschicht. Vor dem
sich entwickelnden Ablo¨segebiet bildet sich ein schra¨ger Verdichtungsstoß, der sich stromab
mit dem Stoß des Abscheiders vereinigt.
Da konstruktionsbedingt die Endwand im Spalt etwas vor der eigentlichen Stoßrohrend-
wand liegt, reflektiert der prima¨re Stoß im Spalt fru¨her. Nach 25µs la¨uft der von der
Endwand reflektierte Stoß wieder stromauf. Das ankommende Grenzschichtgas kann den
Drucksprung u¨ber den reflektierten Stoßes nicht u¨berwinden und lo¨st ab. Vor dieser Ablo¨se-
blase bildet sich wieder ein schra¨ger Verdichtungsstoß, der mit der Kopfwelle der Partikel-
stoppers interagiert. Es bildet sich ein komplexes System aus Stoß-Stoß Wechselwirkungen
und Scherschichtinstabilita¨ten.
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Der im Spalt reflektierte Stoß erreicht nach 100µs die Eintrittso¨ffnung und tritt aus dem
Spalt aus. Kurz danach erreicht das von der Endwand reflektierte, stromauf laufende
Stoßsystem die Spitze des Heliumabscheiders. Der um die Spitze laufende Stoß wird von
der Stoßrohrseitenwand reflektiert (Abbildung C.2, 120µs). Dies fu¨hrt dazu, daß sich nach
125µs ein weiterer Stoß im Spalt in Richtung Endwand ausbreitet. Er wird am Ende
reflektiert und tritt nach 325µs wieder aus dem Abscheider aus.
Der weiter stromauf laufende Teil des Schra¨gstoß vereinigt sich mit Stoß vor der Spitze
des Abscheiders. Dieser Stoß la¨uft bis 225µs unter Bildung einer Stoßbifurkation aufgrund
der erneut ablo¨senden Wandgrenzschicht im Stoßrohr stromauf. Die wachsende Ablo¨sebla-
se verursacht dabei eine Verschiebung des Gabelungspunktes in Richtung der Achse des
Rohres.
175µs nach Stoßreflexion ist am linken Rand des dargestellten Ausschnitts die Kontakt-
fla¨che zwischen Treib- und Testgas zu erkennen. Aufgrund der Grenzschicht bleibt das
Treibgas in Wandna¨he gegenu¨ber dem Treibgas in Rohrmitte zuru¨ck, was zur Ausbildung
des parabelfo¨rmigen Profils der Mediengrenze fu¨hrt.
Kurz nach Wechselwirkung des reflektierten Stoßes mit der Kontaktfla¨che ist 250µs nach
Stoßreflexion der Beginn der Treibgasstrahlbildung zu erkennen. Die im Vergleich zum
senkrechten Stoß ho¨here Stro¨mungsgeschwindigkeit des Fluids hinter den beiden schra¨gen
Sto¨ßen des Gabelstoßsystems fu¨hrt zur Bildung eines Treibgasstrahls, der sich entlang der
Seitenwand in Richtung Endwand ausbreitet. 275µs nach Stoßreflexion ist die reflektierte
Abbildung 5.12: Zeitliche Entwicklung der Treibgasverteilung im Stoßrohr des Hochent-
halpiekanal Go¨ttingen (Teil 1). Die gestrichelte Linie entspricht einem Heliummassenanteil
von 5%
5.4 Diskussion der Ergebnisse der TAU Simulation 75
Abbildung 5.13: Zeitliche Entwicklung der Treibgasverteilung im Stoßrohr des Hochent-
halpiekanals Go¨ttingen (Teil 2). Die gestrichelte Linie entspricht einem Heliummassenan-
teil von 5%
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Stoßwelle vollsta¨ndig in das Treibgas (Helium) eingetreten. Aufgrund der ho¨heren Schall-
geschwindigkeit des Treibgases gegenu¨ber der des Testgases wird eine ho¨here Ausbreitungs-
geschwindigkeit des Stoßes beobachtet, außerdem verschwindet die, durch die Ablo¨sung der
Wandgrenzschicht hervorgerufene Stoßbifurkation. Dieser bereits von Strehlow und Cohen
[50] beobachtete Effekt beruht auf der fu¨r monoatomare Gase geringeren Kompression
u¨ber den reflektierten Stoß.
Kurz bevor das Treibgas in den Spalt des Heliumabscheiders stro¨mt, tritt 400µs nach
Stoßreflexion eine Stoßwelle aus dem Spalt aus. Das hinter dieser Stoßwelle ausstro¨mende
Testgas dra¨ngt das Treibgas in das Stoßrohr zuru¨ck. Ursache dieser weiteren aus dem Spalt
austretenden Stoßwelle sind Druckschwankungen, die sich im Spalt zu einer Stoßwelle
aufsteilen.
Abbildung 5.11 zeigt zu verschiedenen Zeiten die x-Komponente der Stro¨mungsgeschwin-
digkeit. In Graustufen ist der Bereich von 0 bis 1500m/s dargestellt. Die gestrichelte Linie
zeigt die 5% Grenze des Treibgasmassenanteils. Wa¨hrend in den weiß dargestellten Be-
reichen sogar Ru¨ckstro¨mung auftritt zeigen die dunklen Bereiche die hohe Restgeschwin-
digkeit stromab der Stoßbifurkation. Bevor sich ab 250µs Treibgas entlang dieses Strahls
ausbreitet erreicht ka¨lteres Testgas die Stoßrohrendwand.
Einen besseren U¨berblick u¨ber den Prozess der Treibgasausbreitung gibt die Darstellung
der Treibgasverteilung in den Abbildungen 5.12 und 5.13. Der dargestellte Bereich und die
Zeitpunkte entsprechen den Schlierenbildern in den Abbildungen 5.9 und 5.10. Schwarz
dargestellte Bereiche entsprechen einem Treibgasmassenanteil von 100%, weiße Bereiche
einem Anteil von 0%. Die gestrichelte Linie entspricht einem Heliummassenanteil von













































Abbildung 5.14: Weg-Zeit Diagramm der Stro¨mung im Spalt des Heliumabscheiders.
Dargestellt sind Linien konstanter Machzahl der TAU Lo¨sung auf einer Linie entlang der
Spaltmitte. Bereiche mit negativer x-Komponete des Geschwindigkeit sind grau hinterlegt.
























Abbildung 5.15: Stro¨mung im vorderen Teil des Heliumabscheiders. Dargestellt ist die
zeitliche Entwicklung der x-Komponente der Stro¨mungsgeschwindigkeit und des Massen-
anteils des Treibgases.
der Wechselwirkung mit der reflektierten Stoßwelle beginnt ab 250µs die Bildung des
Treibgasstrahls. Durch einen wa¨hrend des Reflexionprozesses im Reservoir enstandenen
Stoß (Abbildung 5.10, 250µs) wird der Strahl in Richtung Stoßrohrwand abgelenkt und
breitet sich dann entlang dieser aus. Ab 400µs wird das Treibgas durch aus dem Spalt
austretendes Testgas zuru¨ckgedra¨ngt.
Abbildung 5.14 zeigt Machzahlisolinien im Weg-Zeit Diagramm in der Mitte des Spalts.
Deutlich sind die im Spalt laufenden Wellen zu erkennen. Zusa¨tzlich kennzeichnen die
grauen Bereiche eine negative x-Komponente der Stro¨mungsgeschwindigkeit. Nach Aus-
treten der Stoßwelle aus dem Spalt des Abscheider bei ca. 400µs stro¨mt kontinuierlich
Gas aus. Die Abbildung 5.15 zeigt an dem im oberen Teil des Bildes dargestellten Punkt
den zeitlichen Verlauf der x-Komponente der Stro¨mungsgeschwingigkeit u und des Treib-
gasmassenanteil yHe. Deutlich zu erkennen ist, daß sich die Stro¨mungsgeschwindigkeit mit
Durchlaufen der Stoßwelle ca. 400µs nach Stoßreflexion umkehrt, was zu einem Zuru¨ck-
dra¨ngen der Kontaktfla¨che und somit zu einer Verringerung des Treibgasmassenanteils
fu¨hrt. Die Simulation zeigt eine bisher nicht in Betracht gezogene Wirkungsweise des Heli-
umabscheiders. Anstatt, wie gedacht, das Treibgas in den Spalt zwischen Abscheider und
Wand zu leiten wird die Treibgaskontamination durch Ausblasen von Testgas aus dem
Spalt verzo¨gert.
Wie bereits erla¨utert fu¨hrt die Mehrfachreflexion des abgelo¨sten Stoßes zwischen Stoß-
rohrwand und Abscheider zu einer Druckerho¨hung im Spalt. Abbildung 5.16 zeigt den
Druckverlauf auf der Spitze des Heliumabscheiders. Die hohen Belastung des inneren Roh-
res, fu¨hrte insbesondere in der Entwicklungsphase zu einer plastischen Verformung der
kompletten Vorrichtung. Abbildung 5.17 zeigt auf der linken Seite eine fru¨he Version des
















Abbildung 5.16: Zeitliche Entwicklung des Drucks auf der Vorderkante des Heliumab-
scheiders.
Abbildung 5.17: Fotografische Abbildung des Heliumabscheiders. Das linke Bild zeigt
eine der ersten Versionen des Heliumabscheiders nach einem Versuch. Rechts ist die u¨ber-
arbeitete und versta¨rkter Version abgebildet, wie sie standardma¨ßig im HEG verwendet
wird.



















Abbildung 5.18: Zeitliche Entwicklung des Reservoirdrucks.
Heliumabscheiders, die wa¨hrend eines Versuchs im vorderen Bereich stark deformiert wur-
de. Mit der, auf der rechten Seite in Abbildung 5.17 gezeigten u¨berarbeiteten Konstrukti-
on, die standardma¨ßig bei Versuchbedingung I im HEG verwendet wird, tritt eine derart
starke Verformung nicht mehr auf. Um die Stabilita¨t zu erho¨hen, wurde die Anzahl der
Verstrebungen, die das innere mit dem a¨ußeren Rohr verbinden, verdoppelt. Außerdem
wurde die Spitze des Abscheiders u¨berarbeitet. Wa¨hrend die fru¨he Version nur eine Phase
auf der Spaltseite hatte, hat die neuere Version eine symmetrische Spitze. Abbildung 5.18
zeigt einen Vergleich des mit TAU bzw. L1d berechneten mit dem im HEG gemessenen
Reservoirdruck. Nach anfa¨nglichen Schwankungen aufgrund des Reflexionprozesses stellt
sich nach 400µs der erwartete Reservoirdruck von 35MPa ein.

6 Zusammenfassung und Ausblick
Zur Untersuchung heißer und kalter Hyperschallstro¨mungen haben sich neben anderen
Versuchsanlagen Stoßwellenrohre etabliert. Bei diesen Anlagen handelt es sich um Kurz-
zeitanlagen mit einer Meßzeit von nur wenigen Millisekunden. Ein Mechanismus, der diese
Testzeit dramatisch verku¨rzt, ist die vorzeitige Treibgasankunft im Reservoir der Du¨se
aufgrund einer Stoß-Grenzschicht Wechselwirkung mit anschließender Bildung eines wand-
nahen Treibgasstrahls. Die vorliegende Arbeit untersucht numerisch die Treibgaskontami-
nation im Hochenthalpiekanal Go¨ttingen (HEG). Von besonderem Interesse ist dabei die
Wirkungsweise einer Vorrichtung zur Verzo¨gerung der vorzeitigen Treibgaskontamination.
Da das Stoßrohr aufgrund der extremen Bedingungen fu¨r Meßtechniken nicht ohne wei-
teres zuga¨nglich ist, liegen nur beschra¨nkt experimentelle Daten zur Wirkungsweise des
sogenannten Treibgasabscheiders vor.
Mit dem DLR TAU-Code steht ein numerisches Verfahren zur Lo¨sung der Navier-Stokes
Gleichungen auf unstrukturierte Rechennetze zur Verfu¨gung. Da das betrachtete Testgas
im Stoßwellenrohr extremen Zustandsa¨nderungen unterliegt, kann es nicht mehr als ideal
betrachtet werden. Zuna¨chst wurde ein Modell reagierende Gasgemische im thermischen
und chemischen Gleichgewicht implementiert und validiert. Ein Vergleich mit dem be-
reits validierten und ebenfalls im DLR entwickelten CEVCATS-N Verfahren zeigt anhand
von simulierten Kugel- und Zylinderumstro¨mungen gute U¨bereinstimmung. Das im HEG
verwendete Treibgas Helium wird als ideal betrachtet.
Die Simulation eines idealen Stoßwellenrohres mit verschiedenen Treib- und Testgasen
zeigt, daß das Verfahren in der Lage ist Kontaktfla¨chen und deren Bewegung richtig zu
berechnen.
Als weiterer Validierungstest wurde die Wechselwirkung eines senkrechten Verdichtungs-
stoßes mit einer sich in Luft befindenden Helium- bzw. Difluorchlormethanblase zeitgenau
simuliert. Um eine hohe ra¨umliche Auflo¨sung der bewegten Stoßwellen und Kontaktunste-
tigkeiten zu erhalten, wurde das Rechennetz nach jedem Zeitschritt lokal adaptiert. Die
Ergebnisse sind in sehr guter U¨bereinstimmung mit experimentellen Daten. Außerdem zei-
gen sie die Fa¨higkeit mit Hilfe des Adaptionsalgorithmus die gewisse Stro¨mungstopologien
instationa¨r verfolgen zu ko¨nnen.
Fu¨r die Simulation der Stro¨mung im Stoßrohr des HEG wurde die Mo¨glichkeit der Si-
mulation zweier getrennter Idealgase um die Kombination eines idealen und eines sich
im thermochemischen Gleichgewicht befindlichen Gases erweitert. Die Anforderungen an
ra¨umliche und zeitliche Genauigkeit lassen eine Simulation der gesamtem Anlage nicht
zu. Aus diesem Grund beschra¨nkt sich die Untersuchung auf den Reservoirbereich. Die-
se Einschra¨nkung erfordert die Formulierung und Implementation einer Randbedingung,
die es ermo¨glicht den Zustand und das Grenzschichtwachstum hinter der einstro¨menden
Stoßwelle sowie der nachfolgenden Kontaktfla¨che vorzugeben.
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Die Ergebnisse der HEG Simulation zeigen die erwartete Stoßbifurkation aufgrund des
Ablo¨sens der Stoßrohrgrenzschicht durch Interaktion mit der von der Endwand des Rohres
reflektierten Stoßwelle. Aufgrund der ho¨heren Stro¨mungsgeschwindigkeit hinter den beiden
Schra¨gsto¨ßen bildet sich nach Wechselwirkung mit der Kontaktfla¨che zwischen Treib- und
Testgas ein Treibgasstrahl der vorzeitig das Du¨senreservoir erreicht. Durch den Stoßreflexi-
onsprozess laufen mehrfach Wellen in den Spalt des Treibgasabscheider, die das Gas weiter
komprimieren. Kurz vor Erreichen des Abscheiders wird das Treibgas durch aus dem Spalt
der Vorrichtung austretendes Testgas zuru¨ckgedra¨ngt. Die vorzeitige Kontamination des
Reservoir mit Treibgas wird nicht wie erwartet durch ein Auffangen des Treibgasstrahl im
Spalt des Abscheiders, sondern durch ein Unterdru¨cken der Strahlbildung durch aus dem
Spalt austretendes Testgas erreicht.
Die gefundene Wirkungsweise des Heliumabscheiders ha¨ngt stark davon ab zu welchem
Zeitpunkt der Treibgasstrahl den Heliumabscheider erreicht. Dieser Zeitpunkt ha¨ngt wie-
derum von der Position der Wechselwirkung zwischen reflektiertem Stoß und der Kontakt-
fla¨che sowie ihrer Form ab. Im Gegensatz zu der in der vorliegenden Arbeit gemachten
idealisierten Annahme einer scharfen Treibgasfront wird sich in der Realita¨t aufgrund des
O¨ffnungsverhaltens der Hauptmembran eine Mischungszone zwischen Treib- und Testgas
ergeben. Eine zuku¨nftige Optimierung des Treibgasabscheiders in La¨nge und Spaltbreite
erfordert somit auch eine detailliertere Betrachtung der Kontaktfla¨che.
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A.1 Konstanten zur Berechnung thermodynamischer
Gro¨ßen
Tabelle A.1: Charakteristische Gro¨ßen fu¨r molekulare Spezies.











N2 0 2 0 1 0 2,86 3392 20,42 0,0245
1 3 72236 2,06 3101 19,98 0,0187
O2 0 2 0 3 0 2,08 2274 17,37 0,0227
1 2 11392 2,05 2171 17,27 0,0246
2 1 18985 2,01 2061 20,07 0,0262
3 3 51934 1,31 1178 32,27 0,0203
NO 10801 1 0 2 0 2,45 2737 20,10 0,0256
1 2 174 2,45 2737 20,10 0,0246
2 8 55258 1,76 1466 18,42 0,0285
3 2 63258 2,87 3411 20,86 0,0236
Tabelle A.2: Charakteristische Gro¨ßen fu¨r atomare Spezies.
Spezies θ0 [K] g0 θ
el
0 [K] g1 θ
el
1 [K] g2 θ
el
2 [K] g3 θ
el
3 [K] g4 θ
el
4 [K]
N 56654 4 0 10 27658 6 41495
O 29696 5 0 3 228 1 326 5 22830 1 48620
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A.2 Konstanten zur Berechnung der Viskosita¨t











Tabelle A.4: Stoffkonstanten zur Berechnung der Viskosita¨t der Spezies fu¨r den unteren
Temperaturbereich.







N2 16,63 107,0 273 1282
N 44,76 120,0 1000 1000
O2 19,19 139,0 273 1111
O 47,06 120,0 1000 1000
NO 44,23 120,0 1000 1000
Tabelle A.5: Stoffkonstanten zur Berechnung der Viskosita¨t nach Sutherland fu¨r den
gesamten Temperaturbereich.





Luft 17,16 110,4 273
He 18,85 80,0 273
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A.3 Konstanten zur Berechnung der
Wa¨rmeleitfa¨higkeit










N2 0,03607−1,07503 11,95029 −57,90063 93,21782
N 0,0 0,0 0,01619 0,55022 −12,92190
O2 0,07987−2,58428 31,25959−166,76267 321,69820
O 0,0 0,0 0,03310 0,22834 −11,58116
NO 0,02792−0,87133 10,17967 −52,03466 88,67060
Tabelle A.7: Stoffkonstanten zur Berechnung der Wa¨rmeleitfa¨higkeit der Spezies fu¨r den
unteren Temperaturbereich.







N2 0,0242 150 273 670
N 0,0242 150 273 0
O2 0,0244 240 273 1200
O 0,0244 240 273 0



























Die sich ergebende Gro¨ße s liegt dann im Intervall [0, 1]. Mit Hilfe dieser Gro¨ße und den
beiden Koeffizienten A und B wird der Grauwert g berechnet
g = B e−As B ∈ [0, 1], A ∈ [ 0,∞) . (B.3)
Mit einem Bildverarbeitungsprogramm kann der Wert g(x, y) in einer Graustufenverteilung
im Intervall [gmin, gmax] dargestellt werden. Die Verteilung ist so zu wa¨hlen, daß dem Wert
gmin schwarz und gmax weiß entspricht.
Der Koeffizient A bestimmt dabei den Kontrast, B die Helligkeit des Bildes.
Es kommt vor, daß der Maximalwert des Betrages des Dichtegradienten an einer Position
des Stro¨mungsfeldes auftritt, der fu¨r die Visualisierung nicht von Interesse ist, z. B. wird
der maximale Betrag des Gradienten fu¨r die HEG Stro¨mung direkt an der kalten Wand
ermittelt. Fu¨r diese Fa¨lle ist es sinnvoll einen Wert kleiner |∇ρ|max bei der Bestimmung
von s zu verwenden.
Tamura und Fujii [54] geben einen U¨berblick u¨ber die Methoden der Stro¨mungsvisualisie-
rung und deren Anwendung auf numerische Daten.
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C Stro¨mung im Spalt des
Treibgasabscheiders
Abbildung C.1: Stro¨mung im Spalt des Heliumabscheiders (Teil 1).
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Abbildung C.2: Stro¨mung im Spalt des Heliumabscheiders (Teil 2).
99
Abbildung C.3: Stro¨mung im Spalt des Heliumabscheiders (Teil 3).
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